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Johdanto

Tutkielmassa on perehdytty lineaarisiin ryhmiin ja erityisesti astetta kak-
si olevan projektiivisen erityisen lineaarisen ryhmén kunnan K suhteen, eli
ryhmén PSL(2, K), yksinkertaisuuteen. Luvussa 1 esitellain ryhméteorian
olennaisia peruskasitteité ja tarpeellisia peruslauseita, seka valaistaan hieman
matriisiteoriaa 2 x 2 -matriiseille. Luvussa 1 lauseille ei kuitenkaan esitetd to-
distuksia, silli ndma kasitelladn enemmankin perustietona, joihin lukija voi
halutessaan perehtyd lahdemateriaalin avulla tarkemmin.

Luvussa 2 maééritellddn tutkielmassa tarpeelliset kolme erilaista lineaa-
ristd ryhméa. Naitd koskevat lemmat todistetaan kiyttden hyviksi luvussa
1 esitettyji tietoja. Luvussa 2 maariteltivia astetta kaksi olevaa yleista li-
neaarista ryhméaé kunnan K suhteen, eli ryhméd GL(2, K), ei kiisitelld tar-
kasti. Se on kuitenkin hyddyllinen astetta kaksi olevan erityisen lineaarisen
ryhmén kunnan K suhteen, eli ryhmén SL(2, K'), méarittelyyn. Péépaino-
na tutkielmassa on kuitenkin ryhmén SL(2, K) tekijaryhmissi, eli ryhmaéssa
PSL(2,K).

Luvussa 3 paastddn varsinaiseen tutkielman aiheeseen, eli tutkimaan ryh-
mén PSL(2, K) yksinkertaisuutta. Aluksi osoitetaan, ettd mikéli kunnan K
kertaluku on 2 tai 3, niin PSL(2, K) ei ole yksinkertainen. Tamén jilkeen
tehdddn laajat konjugointiluokkatarkastelut, joiden avulla havaitaan, etté
ryhmé PSL(2, K) on yksinkertainen, kun kunnan K kertaluku on 4 tai 5.
Lopuksi tutkitaan yleistd tapausta ja havaitaan, ettd ryhma PSL(2, K) on
yksinkertainen, jos ja vain jos kunnan K kertaluku on suurempi kuin kolme.

Lisdksi luvussa 4 valaistaan yleistd tapausta, eli ryhmén PSL(m, K) yk-
sinkertaisuutta. Luvussa 4 ei kuitenkaan todisteta enfi varsinaisesti mitdin,
vaan tuloksia esitellian kerronnallisessa muodossa. Tdéman luvun tavoite ei
ole perehdyttdd lukijaa yleisen tapauksen todistuksiin, vaan enemménkin
kertoa, mitd aiheeseen enemmén perehtyva voi olettaa l0ytavansa edestdan.



1 Peruskisitteiti ja tarpeellisia lauseita

Maaritellddn ensin muutamat tutkielman kannalta olennaiset kisitteet ja niil-
le tarpeellisia peruslauseita. Todistuksia néille lauseille ei tassa tutkielmassa
késitelld, mutta ne I6ytyvit muutamaa poikkeusta lukuunottamatta lahteis-
ta 2], [3], |4], [5] ja |7].- Néiden poikkeuksien kohdella mainitaan erikseen,
misté lahteestd todistukset 16ytyvét.

1.1 Ryhmat

Misritelmé 1.1. Olkoot G # () ja (*) joukon G operaatio. Nyt pari (G, *)
on ryhmd, mikdli seuraavat nelja ehtoa toteutuvat:

1. Operaatio (*) on bina#rinen eli

axbed
aina, kun a,b € G;
2. Operaatio (x) on assosiatiivinen eli
(axb)xc=ax(bxc)
aina, kun a, b, c € G}
3. Joukossa G on sellainen alkio e, ettd

a*xe—=e*xa=a

kaikilla a € G. Alkiota e kutsutaan neutraalialkioksi tai ykkiosalkioksi.
Ykkosalkiota merkataan téssd tutkielmassa usein myos luvulla 1;

4. Kaikilla a € G on olemassa sellainen alkio a=! € G, ettd

axa t=al%xa=c.

Alkiota a~! kutsutaan alkion o kddnteisalkioksi.
Jos lisiksi (G, %) toteutaa ehdon

axb=>bxa

aina, kun a,b € G eli operaatio (x) on kommutatiivinen, niin kyseessd on
Abelin ryhmd eli kommutatiivinen ryhmaé.
Ryhmén kertaluku on ryhmén alkioiden lukumaééra, merkitdan |G|.
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Lemma 1.2. Ryhmdin G ykkdsalkio 1 ja alkion a € G kddnteisalkio a™ ovat

yksikasitteiset.

Huomautus 1.3. Mikili on selvad, mista operaatiosta puhutaan, merkinté axb
voidaan kirjata lyhyemmin muodossa ab.

Miaritelma 1.4. Kokonaisluvuista Z voidaan muodostaa jaéanndsluokat (mod
m), kun kdytetadn hyviksi kongruenssia

r=y(mod m) & m|x—uy.

Kokonaisluvun y € Z méaaraamassa jaannosluokassa (mod m), eli joukos-
sa

y={reZ|z=y (m)},

on kaikki sellaiset kokonaisluvut z, joilla on sama jakojaannos kuin luvulla
y jaettaessa luvulla m.

Jakoalgoritmin nojalla jaettaessa luvulla m mahdollisia jakojaanndoksia
ovat luvut 0,1,2,...,m — 1. Siten kaikki jadnnosluokat (mod m) ovat

Ly, = {[0]7 [1]7 [2]7 [3]7 ) {m - 1]}

Jadnnosluokkaa [a] sanotaan alkuluokaksi (mod m), mikali syt(a, m) = 1.
Alkuluokkien (mod m) joukkoa merkitdan Z;,

Huomautus 1.5. Mikéli m on alkuluku, niin Z;, = {Z,\[0]} = {[1], 2], [3], -.., [m—
1]}.

Jaannosluokille (mod m) kiytetddn seuraavia yhteen- ja kertolaskuope-
raatioita:

[a] 4 [b] = [a + ]
ja
[a][b] = [ab].
Jaannosluokkien avulla voidaan méarittad seuraavat paljon kiytetyt ryh-

mat:

Lemma 1.6. Joukkoja Z,, ja Z;, sekd ndiden yhteen- ja kertolaskuoperaa-
tioita hyddyntdien saadaan muodostettua seuraavat Abelin ryhmdt:

1. Pari (Zp,+) on Abelin ryhmd,
2. Pari (Z,,-) on Abelin ryhmd.



1.2 Aliryhméat ja tekijiryhmét

Maééritelmé 1.7. Olkoon (G,*) ryhmé ja H € G, H # (. Jos (H,*) on
ryhmaé, sitd sanotaan ryhmdn G aliryhmdksi; merkitdan H < G.

Lause 1.8. (Aliryhmdkriteeri) Olkoon (G,*) ryhmd ja H C G, H # 0.
Nyt H < G jos ja vain jos seuraava ehto toteutuu:

a,be H=axb'eH,

Miaritelmi 1.9. Olkoon H < G ja a € G. Nyt joukkoa aH = {a*xh | h €
H} sanotaan alkion a madraamdksi aliryhman H vasemmaksi sivuluokaksi.
Vastaavasti Ha = {hxa | h € H} on alkion a mddrdiimd aliryhmdan H
otkea sivuluokka. Vasempien sivuluokkien lukumaéaars on aliryvhméan H indeks:
ryhmdssd G, merkitaan (G : H].

Lause 1.10. (Lagrangen lause) Jos G on ddrellinen ryhma jo H < G,
nn
G| =[G : H]-[H].

Eli aliryhmdn kertaluku jakaa ryhmdn kertaluvun.

Olkoot (G,*) ryhmé, a € G ja n € Z,. Jatkossa kiytetdin seuraavia
merkint6ja:

d*=axaxax..xq jaa-

k kpl k kpl

k 1 -1 -1

:g‘l*a_ ¥a k..%xa

Lisdksi asetetaan a° = e = 1.

Nyt voidaan muodostaa yksittdisen alkion generoima syklinen ryhmaé, jo-
ka on ryhmén G aliryhma.

Miéritelmi 1.11. Olkoon (G, ) ryhmi, a € G ja H = {a* | k € Z}. Nyt
ryhmé (H,*) on alkion a generoima syklinen aliryhmda; merkitddn (a) .

Lemma 1.12. Olkoot G ryhmd, a € G ja n pienin sellainen posititvinen
kokonaisluku, etta a™ = e. Tdlldin |{(a)| =n ja

(a) ={a’ = e,a,a* d®,...,a" '}

Maiairitelma 1.13. Olkoon N < G. Aliryhméda N sanotaan normaaliksi,
mikili aN = Na tai a”'Na = N aina, kun a € G; merkitiin N < G.

Huomautus 1.14. Ryhmalld G on aina triviaalit normaalit aliryhmit {e} ja

G.



Mé&Aritelm4 1.15. Mikéili ryhmaélla G on vain triviaalit normaalit aliryhmét,
niin G on yksinkertainen ryhmd.

Miéritelmd 1.16. Ryhmién (G, %) normaalin aliryvhmén N sivuluokista voi-
daan muodostaa ryhmé ({aN | a € G}, %), jossa operaatio (x) médritelladn
seuraavasti:

aN x«bN = (a *b)N.

Ryhméd ({aN | a € G},x*) kutsutaan ryhmdn G tekijaryhmdaksi aliryhmdn
N suhteen, merkitddn G/N.

Seuraavaksi esitettdvin lauseen todistus 16ytyy lahteesta [1] sivulta 65.
Lause 1.17. Olkoon G ryhmd. Télloin
N<HJIG< H/N <IG/N.
Lause 1.17 pétee my6s aliryhmille H, jolloin
N<H<G< H/N <G/N.
Huomautus 1.18. Mikéli ryhma G on &dérellinen, niin

|G|
G/N| = .
G/NT =17

Huomautus 1.19. Jos H < G ja [G: H] = % =2, niin H < G.

1.3 Homomorfismit

Miaritelmd 1.20. Olkoot (G,-) ja (F,*) ryhmid. Nyt kuvaus f : G — F
on ryhmdahomomorfismi, mikéli f(a-b) = f(a) * f(b) aina, kun a,b € G. Jos
lisdksi kuvaus f on bijektio, sitd kutsutan isomorfismiksi. Jos on olemassa

tallainen isomorfismi, niin ryhmét G ja F' ovat talloin isomorfiset, merkitdan
G=F.

Maaritelma 1.21. Homomorfismin f kuva on joukko
F(G) =1Im(f) ={f(x) |z € G}

ja ydin on joukko
Ker(f) ={z € G| f(z) = er},

missé er on ryhmén F' ykkosalkio.



Lemma 1.22. Olkoon kuvaus f : G — F homomorfismi. Tdlloin

Ker(f) <G
ja
Im(f) < F.

Lause 1.23. (Homomorfismien peruslause) Olkoon kuwvaus f : G — F
ryhmdhomomorfismi. Talloin

G/Ker(f) = Im(f).

1.4 Renkaat ja darelliset kunnat

Maéritellddn ensimmaéisend rengas, jotta pystytaidn madrittaméasn tdmén poh-
jalta tutkimuksen kannalta olennainen erityistapaus, kunta.

Miaritelma 1.24. Kolmikko (R,+,:) on rengas, mikili seuraavat kolme
ehtoa toteutuvat:

1. Pari (R, +) on Abelin ryhmi. Ryhmén ykkosalkiota merkataan luvulla
0 ja kutsutaan renkaan yhteydessa nolla-alkioksi;

2. Operaatio () on binddrinen ja assosiatiivinen seké on olemassa 1 € R
siten, etta

kaikilla a € R. Alkiota 1 kutsutaan renkaan R ykkdsalkioksi;

3. Seuraavat distributiivisuus- eli osittelulait ovat voimassa:
a(b+c¢) =ab+ ac

ja
(a+b)e = ac+ bc

aina, kun a,b,c € R.

Rengas on kommutatiivinen, mikéli ab = ba aina, kun a,b € R.

Miiritelmé 1.25. Rengas (K, +, ) on kunta, mikéli se on kommutatiivinen
rengas ja (K\{0},-) on ryhmi. Kunnassa (K, +, ) ryhmé (K,+) on additii-
vinen ryhmd ja (K\{0},-) on multiplikatiivinen ryhmd.



Olkoot (K, +,-) kunta, a,b € K jan € Z,. Kuntia kiisiteltdessi kiytetadn
seuraavia merkintoja:

e —qa on alkion a kddnteisalkio additiivisessa ryhmaéssa, kutsutaan myos
vasta-alkioksi ja b+ (—a) =b—a

e o ! on alkion a kiifinteisalkio multiplikatiivisessa ryhméssi, kutsutaan

kddnteisalkioks:

° na:g+a+a+...+@

n kpl
e na=—a—a—a—..—a
n kpl
ead"=a-a-a-...-q
N—_——
n kpl
ea"=ag ' alt gt a !
n kpl

Maaritelma 1.26. Kunnan ykkosalkion 1 additiivista kertalukua kutsutaan
kunnan K karakteristikaksi, merkitidn char K. Eli char K on pienin positii-
vinen kokonaisluku n, jolla n1 = 0.

Lemma 1.27. Kunnan karakteristika on aina alkuluku. Lisdks:, jos kunnan
karakteristika on p ja a € K, niin pa = 0.

Erityisesti tutkielmassa tarvitaan dérellisid kuntia, eli kuntia, joiden ker-
taluku on &irellinen.

Lemma 1.28. Jokaisen ddrellisen kunnan K kertaluku |K| = p™, missd p
on alkuluku ja n > 1. Tdlléin char K = p. Lisiksi samaa kertalukua olevat
kunnat ovat keskenddn isomorfisia.

Huomautus 1.29. Olkoot (K, +,-) kunta ja a,b € K. Nyt tulo ab = 0 jos ja
vain jos a = 0 tai b = 0, silld (K'\{0},-) on ryhma.

Seuraavaksi esitettdvin lauseen todistus 16ytyy lahteesta [1] sivulta 126.

Lemma 1.30. Adrellisen kunnan K multiplikatiwvinen ryhmd (K\{0},-) on
syklinen.



Huomautus 1.31. Lemmojen 1.30 ja 1.12 nojalla &irellisessd kunnassa K,
jonka kertaluku | K| = ¢, on olemassa alkio k € K\{0}, jolle

k"=1, josn=q—1
ja
E"#1, josn < q— 1.

Lause 1.32. Jaanndsluokkarengas (Zm,+,-) on kunta jos ja vain jos m on
alkuluku.

1.5 Konjugaatit

Ryhmin yksinkertaisuutta tutkittaessa konjugointiluokat ovat oleellisessa osas-
sa, silld konjugointiluokkien unionien avulla pystytddn muodostamaan kaikki
mahdolliset normaalit aliryhmét.

Maiédritelmi 1.33. Olkoon G ryhmaé ja x,y € G. Jos on olemassa sellainen
alkio g € G, ettd g 'zg = v, niin alkiot x ja v konjugoivat ryhmdssi G.
Alkion x konjugaatista kiiytetiin myos merkintidd ¢ lzg = 29.

Olkoon () ## M C G. Vastaavasti voidaan maarittiaa joukon M konjugaatti
ryhmdssd G,

M9 = {m? | m € M}.

Miaritelma 1.34. Madritellddn ryhméssd G ekvivalenssirelaatio (~) seu-
raavasti:

r~y&sdgel@onoad =y

Talloin ryhmé G jakautuu pistevieraisiin ekvivalenssiluokkiin eli konju-
gointiluokkiin Ky, Ko, K3, ..., ;.. T&lloin

o U
i=1
ja
Kiﬂsz@, kun i # j.

Lemma 1.35. Olkoon G ryhmd ja N < G. Nyt N < G, jos ja vain jos N
saadaan konjugointiluokkien unionina.

Maaritelladn konjugaattien avulla vield kolme joukkoa.



Maéritelméi 1.36. Olkoon ) # M C G ja G ryhma.

1. Joukko
Ne(M)={ge€ G| M= M}

on joukon M normalisoija ryhméssa G,

2. Joukko
Co(M)={g€ G| gm=mgVme M}

on joukon M sentralisoija ryhméssa G;

3. Joukko
Z(G)=Cs(G)={9€ G| gr =29 Vr G}
on ryhmén G keskus.

Lemma 1.37. Ryhmdin G keskus Z(G) on ryhmdan G normaali aliryhma,
Z(G)<4G.

Lause 1.38. Olkoon G ryhmd ja v € G. Tdlloin alkion x generoiman kon-
jugointiluokan kertaluku eli alkion x konjugaattien lukumdadrd ryhmdssi G
on

<

[Ca({z})]
Huomautus 1.39. Saman konjugointiluokan alkioilla on sama kertaluku. Silla
jos |a] = n, niin

(g tag)" = g_lagg_lag...g_lag =g 'a"g = 1.

n kpl

1.6 Matriisilaskentaa 2 x 2 -matriiseilla

Tutkielmassa kisiteltavit lineaariset matriisit muodostuvat 2x2 -matriiseista,
joissa jokainen matriisin alkio kuuluu kuntaan K, joten kerrataan vield néille
muutamat oleelliset maaritelmat ja laskusdanndot. Jatkossa kaikki kasitelta-
vit matriisit ovat 2 X 2 -matriiseja, vaikka annettavat laskusddnndt voitai-
siinkin yleistdd m x m -matriiseille. Matriiseissa pystyvektoreita kutsutaan
sarakkeiksi ja vaakavektoreita riveiksi.

Maaritelma 1.40. Matriisi [ = (1

0 1> on identiteettimatriisi.
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Masiritelma 1.41. Olkoon A = (Z .

) . Nyt matriisin A determinantti on

det A = ad — be.

Huomautus 1.42. Nyt matriisin determinantin mééritelmén nojalla det A =
0, jos ja vain jos

1. Ensimmaéinen sarake on (g)

o a\ . . . xa -
2. Ensimméinen sarake on (b) ja toinen sarake on (xb) , missd r € K.

Matriisi A voidaan kertoa alkiolla z € K, jolloin jokainen matriisin alkio

kerrotaan alkiolla x,
a b\ [(xza xb
Ne a) = \ze 2d)-

Matriisien kertolasku toimii seuraavan kaavan mukaisesti:
<a b) . (m y) _ (am—i—bz ay—i—bw)
c d z w cr+dz cy+dw)’
Lemma 1.43. Matriisien tulo on assosiatiivinen eli
A(BC) = (AB)C.

Maaritelm3 1.44. Nyt matriisi A on kddntyvd, mikéli on olemassa sellainen
matriisi B, ettd
AB=BA=1.

Talloin merkitdin B = A~'. Matriisia B kutsutaan matriisin A kddnteismat-
r1481ksi.

Lemma 1.45. Mairiisi A = (i Z) on kddntyvd, mikdli det A # 0 ja tdlloin

1 d(det A)~'  —b(det A)~*
A :(—c(detA)_1 a(detA)_l)’

Lemma 1.46. Matriisien tulon determinantti on determinanttien tulo eli

det AB =det A-det B =det B-det A = det BA.

Lisaksi

det A1 = (det A) .
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2 Lineaariset ryhmét

Maaritellddn seuraavaksi kolme erilaista lineaarista ryhméaa. Lineaariset ryh-
maét voitaisiin muodostaa milld tahansa m X m -matriiseilla, mutta tassé tut-
kielmassa kiisitelldin 2 x 2 -matriisien avulla muodostettuja lineaarisia ryh-
mia kiyttden operaationa matriisien tuloa. Jatkossa K on darellinen kunta
ja merkitddn kunnan K nolla-alkiota 0 = 0 sekd ykkosalkiota 1 = 1.

Maaritelma 2.1. Olkoon

GL(Q,K)z{(CCL Z) | a,b,c,d € K, ad — be # 0}.

Nyt siis GL(2, K) on joukko, joka sisaltaa kaikki 2 x 2 -matriisit, jossa al-
kiot kuuluvat kuntaan K ja matriisin determinatti ei ole 0. Tétd kutsutaan
nimelld yleinen lineaarinen astetta kaksi oleva ryhmd kunnan K suhteen.

Osoitetaan vield, ettd GL(2, K) on ryhmé matriisien tulon suhteen.
Lemma 2.2. GL(2, K) on ryhmd matriisien tulon suhteen.
Todistus. Osoitetaan, ettd madritelmén 1.1 mukaiset ehdot toteutuvat.

1. Olkoot A, B € GL(2, K). Nyt selvisti matriisin tulon méaritelmén no-
jalla AB on edelleen 2 x 2 -matriisi, jonka alkiot kuuluvat kuntaan K.
Lisdksi lemman 1.46 nojalla

det AB = det A - det B # 0.

Eli matriisien tulo on bindédrinen operaatio joukossa GL(2, K).

2. Lemman 1.43 nojalla tiedetdin, ettd matriisien tulo on assosiatiivinen.

10

3. Selvisti I = (0 1

) € GL(2,K) ja
Al =TA=A.

Eli I on ryhmén GL(2, K) ykkosalkio.

4. Olkoon A € GL(2, K). Télloin lemman 1.45 mukaisella kidnteismatrii-
silla A=! piitee

AAT = ATTA=1T.
Lisiksi A~' € GL(2, K).

12



Nyt médritelmén 1.1 mukaiset nelja ehtoa toteutuvat, joten GL(2, K) on
ryhmé matriisien tulon suhteen.

]

Lemma 2.3. Olkoon |K| = q = p*, missd p on alkuluku. Nyt ryhmdn
GL(2,K) kertaluku on (¢* — 1)(¢* — q).

Todistus. Nyt huomautuksen 1.42 nojalla ensimméinen sarake ei saa olla
(O> eli vaihtoehtoja on kunnan K kertaluvun nojalla ensimmaéiselle sarak-

keelle ¢> — 1 kappaletta. Toinen sarake ei saa olla ensimméinen sarake kerrot-
tuna alkiolla x € K eli vaihtoehtoja toiselle sarakkeelle on ¢* — ¢ kappaletta.

Siten molemmat sarakkeet huomioiden saadaan ryhméin GL(2, K) sisil-
tdmien erilaisten matriisien lukuméaaraksi

(¢* = 1)(¢* — q).
joka ryhmén GL(2, K) kertaluku. O

Maaritellddn seuraavaksi toinen lineaarinen ryhmé, joka on yleisen line-
aarisen ryhmén erikoistapaus.

MAaritelma 2.4. Joukko

SL(2,K):{<Z Z) | a,b,c,d € K, ad — be = 1}

on erityinen lineaarinen ryhmd astetta 2 kunnan K suhteen.

Tama voidaan osoittaa ryhméksi matriisien kertolaskun suhteen kuten
GL(2, K), mutta se saadaan myés osoitettua homomorfismien nojalla.

Lemma 2.5. Olkoon |K| = q. Tdlloin SL(2, K) QS GL(2,K) ja |SL(2, K)| =
(g = Dglg +1).

Todistus. Nyt kuvaus F' : GL(2,K) — K\{0}, F(A) = det A on selvisti
surjektiivinen homomorfismi, silld lemman 1.46 nojalla

F(AB) =det AB=det A-det B=F(A)- F(B)

ja jos k € K\{0}, niin F((lg 2)) = k, missa (/g (1)) € GL(2,K). Lisaksi

niahddin suoraan méadritelmésta 1.21, etta

Ker(F) = SL(2,K).

13



Talloin tiedetddn lemman 1.22 nojalla, ettd SL(2, K) < GL(2, K). Néin ollen
SL(2,K) on ryhma.

Kun huomioidaan, ettd kuvaus F' on surjektio, saadaan homomorfismien
peruslauseen, lauseen 1.23, nojalla muodostettua kertaluokalle seuraava yh-
talo:

SHeg0] =~ KoY
eli

SL(2, K)| = %
eli

sz, x| = EH2E

josta saadaan lemman 2.3 nojalla

(¢ = 1)(¢*> —q)
ISL(2 K| = =]

eli

ISL(2, K)| = (¢ — 1)q(q + 1).

]

Merkitéén jatkossa SL(2,Z,) = SL(2,p), missi p on alkuluku, ja SL(2, K') =
SL(2,p"), missi | K| = p".

Lemma 2.6. Ryhmdan SL(2, K) madaritelman 1.36 mukainen keskus on
a 0 2
252k ={(% ) 1t =1y,

Todistus. Nyt ndhdaédn selvisti, etta

1, silld jos B € SL(2, K), niin

g 2) =al € Z(SL(2, K)), kun a2 =

al -B=B-al.
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Osoitetaan vield, ettd kaikki alkiot keskuksessa ovat tdtd muotoa.

Olkoon A = ((z 2) € Z(SL(2,K)). Nyt <(1) D € SL(2, K) ja siten

o) =G
Cr-(y)

eli

Néin ollen
c=0jaa=d.
Liséksi G (1)) € SL(2,K) ja
(a b) (1 O) _ (1 0) (a b)
0 a/\1 1 1 1)\0 a
eli
<a+b b) _ (a b )
a a a a+b)’

Néin ollen

b=0
eli

()

Lisiiksi det A = 1 eli a® = 1. O

Huomautus 2.7. Jos char K # 2, niin yhtilslli a® = 1 on ratkaisut 1 ja —1,
joten Z(SL(2,K)) = {I,—I}, mutta jos char K = 2, niin yhtilslli a® = 1
on vain yksi ratkaisu a = 1, jolloin Z(SL(2, K)) = {I}.
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Nyt lemman 1.37 nojalla Z(SL(2, K)) < SL(2, K), jolloin voidaan muo-
dostaa tekijiryhmé, joka on kolmas méariteltdvista lineaarisista ryhmisté.

Maaritelmi 2.8. Joukko
PSL(2,K)=SL(2,K)/Z(SL(2,K))
on projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmd astetta 2 kunnan K suhteen.

Huomautus 2.9. Jos char K # 2, niin huomautuksien 1.19 ja 2.7 nojalla
saadaan

1 1
[PSL(2, K)| = S|SL(2, K)| = 5(a — Dalg + 1)
ja jos char K =2

[PSL(2, K)| = [SL(2, K)| = (¢ = 1)g(g + 1).
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3 Ryhmin PSL(2, K) yksinkertaisuudesta

Seuraavaksi siirrytddn tutkielman varsinaiseen ydiasiaan ja tailla esitetté-
vit lauseet kiisitelladn tarkasti todistuksineen. Aloitetaan ensin tutkimalla
vksittiisia tapauksia PSL(2, K) ryhmisti, jonka jélkeen siirytdén yleisen ta-
pauksen késittelyyn.

3.1 Ryhma PSL(2,2)
Tutkitaan ensimmaéisend yksinkertaisin tapaus eli PSL(2,2).
Lause 3.1. Ryhmd PSL(2,2) ei ole yksinkertainen.

Todistus. Nyt char Zy = 2, jolloin huomautuksen 2.7 nojalla PSL(2,2) =
SL(2,2). Riittad siis osoittaa, ettd SL(2,2) ei ole yksinkertainen, eli 15yde-
tadn jokin ei triviaali normaali aliryhm& N. Lisdksi tiedetddn, ettd
SL2,2)| = (- Dalg+1) = (2~ 122+ 1) = 6.
Esitetddan ryhméa SL(2,2) kokonaisuudessaan,

D2

st =((3 9 (32 (0 (0 () (0

Nyt alkion D generoima syklinen aliryvhmé on méaritelmén 1.11 nojalla
<D> = {[’D7D2}7
ja [ (D) | = 3, jolloin
|SL(2,2)|
| (D) |
Siten huomautuksen 1.19 nojalla tiedetadn, ettd (D) < SL(2,2), joka on

)
selvéisti ei triviaali normaali alisyhmé&. Néin ollen SL(2,2) = PSL(2,2) ei ole
yksinkertainen.

= 2.

]

3.2 Ryhmi PSL(2,3)

Tutkitaan seuraavaksi ryhmén PSL(2,3) yksinkertaisuutta konjugointiluok-
kien tarkastelun avulla.
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Lause 3.2. Ryhmda PSL(2,3) ei ole yksinkertainen.

Todistus. Nyt PSL(2,3) = SL(2,3)/Z(SL(2,3)) ja huomautuksen 2.7 no-
jalla Z(SL(2,3)) = {I,—1}. Nyt lauseen 1.17 nojalla riittds, ettd 1oydetéén
ryhmésta SL(2,3) aito normaali aliryhmi N, joka sisdltdd muutakin, kuin
ryhmén Z(SL(2,3)) = {I,—1}. Liséksi tiedetdén lemman 2.5 nojalla, etté

|ISL(2,3)|=(3+1)3(3—1) = 24.
Nyt muodostetaan kolme tarpeellista osajoukkoa:
K1 — {[},
Ky ={-1},

KS:{A:((l) _01>,A1:(_01 é),B:G _11)
(G ) e=(V ) e (G

Selvisti joukot K ja Ks ovat konjugointiluokkia. Vield on tarkasteltava
onko joukko K3 konjugointiluokka. Nyt A? = B? = C? = —[ ja A* = B* =

C* = I eli alkioiden A, B ja C kertaluku on sama, joten huomautuksen
1.39 nojalla ne voivat olla samassa konjugointiluokassa. Vastaavasti (A71)? =
(B2 =(C12 =-Tja(A Y = (B H=(C1)* =1 eli alkioiden A7},
B~!ja C! kertaluku on myds nelj.

Lisiksi joukko SL(2,3) sisaltaa alkiot

(-1 1 s (-1 -1 (-1 0 s (-1 0
pe (o B)r- (0 a) e (0 5) e (500)
(0 =1\ s (1 1\ , (0 1. . (1 -1
(i) e G os (e,

joiden kertaluku on 6, silld

2
o (-1 1\ (11
D—(0—1_01’



ja vastaavasti voidaan osoittaa muiden kertalukua kuusi olevien alkioiden
kertaluku. Néiden lisiksi joukko SL(2,3) sisaltaa vield alkiot

11 1 -1 10 1 0
2 _ 4 _ 2 _ 4 _
p=(o 1) 2= V) =00 = ()
-1 -1 0 1 -1 1 0 —1
2 _ 4 _ 2 _ o (A
Pe( ) (D) e= ()= (1 5),
joiden kertaluku on 3, silld
2
oo (1 1\ (1 -1
(D7) = (O 1) \0o 1)’
1 -1\ /1 1
2\3 _ _
o= 1) (1)
ja vastaavasti voidaan osoittaa muiden kertalukua kolme olevien alkioiden

kertaluku. Niin ollen huomautuksen 1.39 nojalla vain alkiot A, A~!, B, B™!,

C' ja C~! voivat olla kesken#in samassa konjugointiluokassa.
0 —1

Lasketaan vield lauseen 1.38 nojalla alkion A = (1 0

) generoiman

konjugointiluokan kertaluku:

|SL(2,3)|
Csrea)(A)]

Nyt taytyy siis selvittdd alkion A sentralisoijan kertaluku ryhméssa SL(2, 3).
Maaritelmén 1.36 nojalla

Csres(A) = {5 € SL(2,3) | SA = AS},

joten taytyy selvittda milla matriiseilla .S toteutuu yhtalo:

Ea) )00

eli

Niin ollen



eli
a b
s=(% 1)

Nyt yhtélslle det S = a? + b? = 1 on nelji ratkaisua kunnassa Zs, jos a = 0,
niin b =1 tai —1 ja jos b =0, niin a = 1 tai —1.
Tamén nojalla |Cgr23)(A)| = 4, joten
ISL(2,3)] 24 6
Csresn(4) 4
Eli edella esitetty osajoukko K3, joka sisilsi kuusi alkiota, on todellakin kon-
jugointiluokka.

Olkoon konjugointiluokkien K, K5 ja K3 unioni N. Osoitetaan siis vielé,
ettd N < SL(2,3), jolloin tiedetdéin lemman 1.35 nojalla, ettd N < SL(2,3).
Selvésti IS = SI € N ja —IS = S(—I) € N aina, kun S € N. Liséksi
AB = C, AC = B™', AB™! = C71, AC™' = B, BC = A, BA™ = C,
BCOl1 =AY CA =B, CB'=A A'B1=C, A'C!'=B"1ja
B71C~! = A, joita operoimalla oikealta tai vasemmalta joukon K3 alkioilla
nahdaan, ettd ST € N aina, kun S, T'€ N.

Siten N on aliryhmikriteerin, lauseen 1.8, nojalla ryhmén SL(2,3) ali-
ryhma. Lisdksi se on konjugointiluokkien unionina normaali aliryhmé lem-
man 1.35 nojalla. Nain ollen aliryhméd N sisdltdda muutakin, kuin aliryh-
mén Z(SL(2,3)) = {I,—1}. Siten lauseen 1.17 nojalla tiedetéiéin, ettd ryhma
SL(2,3) ei ole yksinkertainen.

O

3.3 Ryhma PSL(2,4)

Seuraavaksi kisitelladn ryhmas PSL(2,4) ja tamén yksinkertaisuuden ké-
sittely alkaa samalla menetelmélld kuin lause 3.2 eli jakamalla aluksi ryh-
mé konjugointiluokkiin. Mutta koska ryhmé PSL(2,4) osoitetaan yksinker-
taiseksi, tullaan lopussa edellisestd poiketen osoittamaan, ettei konjugointi-
luokkien unionina saada muodostettua sopivaa aliryhméé ja tdméan avulla
ryhmé voidaan todeta yksinkertaiseksi. Ryhméssd PSL(2,4) on 60 alkiota,
joten néitd ei luetella, vaan konjugointiluokat muodostetaan niitd edustavan
alkion avulla.

Esitetdan aluksi neljan alkion kunta ja alkioiden viliset operaatiot, silla
namé eiviat ole aivan yhta itsestddnselvit, kuin alkuluvun jaannosluokista
muodostettavalla kunnalla.
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Huomautus 3.3. Olkoon (K,+,:) = ({0,1,,8},+,+) kunta. Nyt alkioiden
valiset operaatiot voidaan taulukoida seuraavasti:

+10 1 a B 10 1 a B
0/0 1 a p 0(0 0 0 O
111 0 B8 « 110 1 a B
ala f 0 1 ald a g 1
BB a 1 0 610 B 1 «

Taulukko 1: Nelialkioisen kunnan yhteen- ja kertolaskuoperaatiot

Lisiksi huomataan, etti o® = 82 = 1, silld |[K\{0}| = 3, ja kaikkien
alkioiden vasta-alkioita ovat alkiot itse, eli —k = k aina, kun k € K, silla
char K = 2.

Nyt voidaan siirtyd varsinaisen yksinkertaisuuden tarkastelun pariin ja
kuntana toimii edelld esitetty neljdn alkion kunta. Alla esitettdvissd todis-
tuksessa tatd kuntaa merkitdén kirjaimella K lukemisen helpottamiseksi.

Lause 3.4. Ryhmd PSL(2,4) on yksinkertainen.

Todistus. Nyt charK = 2, silli |K| = 22, jolloin huomautuksen 2.7 nojalla
PSL(2,4) = SL(2,4). Riittda siis osoittaa, ettd SL(2,4) on yksinkertainen,
eli ryhmén SL(2,4) ainoat normaalit aliryhmét ovat {1} ja SL(2,4). Lisédksi
tiedetdan lemman 2.5 nojalla, etti

ISL(2,4)| = (¢ — Dg(g+1)=3-4-5 = 60.

Merkataan todistuksessa jatkossa ryhmaa SL(2,4) kirjaimella G. Lahde-
tadn nyt muodostamaan ryhmén G konjugointiluokkia. Selviisti K1 = {I} on

oma yhden alkion konjugointiluokkansa.

1
Tarkastellaan seuraavaksi matriisin S = (1) O) , joka selvisti kuuluu

ryhméin G, generoimaa konjugointiluokkaa Ks. Nyt lauseen 1.38 nojalla
tiedetddn, ettd konjugointiluokan K5 kertaluku on

@
el = s

Téaytyy siis selvittad |Cq({S})], joten tutkitaan joukkoa Cg({S}). Taémi on
médritelméan 1.36 nojalla

Co({S}) ={9€G|gS=Sg}
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a b
Olkoon nyt A = (c d

teutuu yhtalo:

) € G. Nyt tdytyy sevittdd milld matriiseilla A to-

SEHED-CIEY
-9

Né&in ollen

eli

Nyt determinantin avulla saadaan yht&lo
detA=a? - =0a*>+0b* =1,

joka toteutuu kunnassa K, kuna=1jab=0,a=0jab=1,a=ajab=pj
tai a = 3 ja b = . Eli matriisille A on neljé eri vaihtoehtoa, jolloin alkion S
generoiman konjugointiluokan kertaluku on

|G| 60
|Ks| = ——+—~— = — = 15.
ICe({SH] 4
Olkoon nyt w € K\{0,1} jolloin selviisti w® = 1, ja lisiksi w? =w + 1 =
w™l. Tarkastellaan seuraavaksi matriisin 7' = (6; £2> , joka myo0s selvasti

kuuluu ryhméén G, generoimaa konjugointiluokkaa Kj. Kayttamailla taas
lausetta 1.38 tiedetdén, ettd konjugointiluokan K3 kertaluku on

|Gl

sl = e
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Tutkitaan siis, kuten edelld, mitkd matriisit A = (CCL d) € G toteuttavat

yhtélon:
AT =TA
o a b w 0\ [(w 0 a b
c d)J\0 w?)  \0 w?)\c d
o [ bw?\  [aw  bw
cw dw?) T \aw? dw?)
Né&in ollen

bw? = bw ja cw = cw?
eli
bw =10 ja cw = c,
josta alkion w valinnan nojalla saadaan

b=0jac=0

(33

Nyt determinantin avulla saadaan yht&lo

eli

det A =ad =1,

joka toteutuu kunnassa K, kuna=1jad=1,a=ajad = taia = ja
d = «. Eli matriisille A on kolme eri vaihtoehtoa, jolloin alkion 7" generoiman
konjugointiluokan kertaluku on

_ gl 60 _
Bl = teaqp =3 =%

Maaritelladn vield matriisi R = (w Z) , joka my6s selvisti kuuluu jouk-

koon G, sillid det R = w — w? = w+ w? = w+ w + 1 = 1 suoraan alkion w
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médritelmén nojalla. Nyt matriisin R generoiman konjugointiluokan K, ker-
taluku on

G|
|Ky| = ————.
|Ca({R})]
Selvitetaian, kuten edelld, mitkd matriisit A = (Z Z) € G toteuttavat yh-
talon:
AR = RA
o (@ b 1 wy (1 w){(a b
c d)\w w) \w w/\c d
a+bw aw+bw\ (a+cw b+dw
ct+dw cwtdw) \aw+cw bw+ dw
Né&in ollen

a—+bw=a-+ cw,
S b=c.

Téalloin toteutuu myo6s ehto

cw + dw = bw + dw.
Lisaksi on oltava voimassa ehto

aw + bw = b + dw.

Maéritelladn nyt alkioille a ja d rajoitteet eri alkion b arvoilla kiyttéden yh-
talod aw + bw = b+ dw ja determinanttia det A = ad + b* = 1.

1. Olkoon ensin b = w. Sijoittamalla tdmé yhtaloon aw + bw = b + dw,
saadaan

aw + w? = w + dw

& aw + dw = w + w?
S awtdov=w+w+1

& wla+d) =1
S at+d=w"
s d=w'+a,

1
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jolloin determinantin nojalla saadaan

ad +w?* =1

& alw ! 4a)=1+w?
& aw+l+a)=w
& aw+a+a’ =w.

Talle yhtélolle on ratkaisut @ = w ja a = 1, silla

ww+w—|—w2:w,
lw+1+1%=w,
Ow+0+0%=0#w,
wlwtw Wl =1+w tw
=l4+w+14+uw
=0#w.

Néin ollen saadaan kaksi mahdollista matriisia A, kun b = w.

. Tarkastellaan sitten tilanne b = 0. Yhtélon aw + bw = b + dw nojalla
saadaan

aw = dw
& a=d,

jolloin determinantin nojalla saadaan a? + b* = a> = 1 eli a = 1. Siten
matriisille A on yksi vaihtoehto, kun b = 0.

. Tarkastellaan vield tilanne b = 1. Yhtélon aw + bw = b + dw nojalla
saadaan

aw+w =dw+1
S awtwtdo=1
& wlae+d+1)=1
S at+d+l=w'
s a+d=wl+1
S at+d=w.

Determinantin nojalla saadaan ad+1 = 1 eli ad = 0. Nyt ehdot a+d =
w ja ad = 0 toteutuvat, kun a = 0 ja d = w tai d = 0 ja a = w. Siten
matriisille A on kaksi vaihtoehtoa, kun b = 1.
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Edelld osoitettujen nojalla matriisille A on viisi eri vaihtoehtoa, joten alkion
R generoiman konjugointiluokan kertaluku on

6w
=t =5~

1
Lopuksi tarkastellaan vield matriisin W = (c; O) € G generoimaa kon-

jugointiluokkaa K3, jonka kertaluku on
|G|
[Ca({W})]

Kuten edellisten konjugointiluokkienkin kanssa, selvitetdan taas, milld mat-
riiseilla. A toteutuu yhtalo:

K| =

AW =W A
- a b w 1y (w1 a b
c d 1 0/ \1 0/ \c d
o aw+b a\  [(faw+c bw+d
cw—+d ¢ a b :

Niin ollen

b=rcjaa=>bw+d.

Maaritelladn alkioille a ja d rajoitteet eri alkion b arvoilla kiyttden yhtaloa
a = bw + d ja determinanttia det A = ad + b* = 1. Témé on lihes vastaava,
kuin konjugointiluokan K, kertaluvun méarittdminen, joten vilivaiheita ei
esitetd niin tarkasti.

1. Olkoon ensin b = w. Sijoittamalla tdma yhtéléon a = bw + d, saadaan
a=w+d
s d=wl+a,
jolloin determinantin nojalla saadaan

ad+ w? =1
& alw+a)=1+w?
& aw+a+ad? = w.
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Kuten konjugointiluokan K, yhteydessa, télle yhtédlolle on ratkaisut
a = w ja a = 1. Néin ollen saadaan kaksi mahdollista matriisia A, kun
b=w.

2. Tarkastellaan sitten tilanne b = 0. Yhtélon a = bw + d nojalla saadaan
a = d, jolloin determinantin nojalla saadaan a® + 0> = a®> = 1 eli
a = d = 1. Néin ollen matriisille A on yksi vaihtoehto, kun b = 0.

3. Tarkastellaan vield tilanne b = 1. Yhtdlon a = bw + d nojalla saadaan
a + d = w ja determinantin nojalla saadaan ad + 1 = 1 eli ad = 0.
Kuten konjugointiluokan K4 yhteydessd, ndmé toteutuvat, kun a = 0
jad=w tai d =0 ja a = w. Siten matriisille A on kaksi vaihtoehtoa,
kun b= 1.

Siten saadaan matriisille A viisi eri vaihtoehtoa, joten alkion W generoiman
konjugointiluokan kertaluku on

_ 6l 60
sl = e =5 T

Osoitetaan vield, ettd K, # K. Tahén riittda, ettd alkiot R ja W eivat
konjugoi keskend#n. Tutkitaan siis milld matriiseilla A € G toteutuu yhtilo

AT'RA=W
& RA =AW

o 1 w)fa b [(a b\ (w1
w w)\ec d) \e dJ\1 0
atcw bt+dw) (aw+b a
w+cw bw+dw) \ew+d c)’
Téstd saadaan muodostettua yhtaloryhmé

a+cw=aw+b

b+dw=oa
aw + cw = cw +d
bw + dw = ¢,

josta kolmannesta yhtélostd saadaan aw = d. Kun toinen yhtéalo sijoitetaan
ensimmaiseen yhtaloon, saadaan

b+dw+cw=aw-+b
& dw + cw = aw.
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Nyt sijoittamalla tdmé yhtdloon aw = d, saadaan yhtilo

dw+ cw =d,
johon sijoittamalla yhtdloryhmén neljas yhtilo, saadaan

d = dw+ w(bw + dw)

& d=dw+ dw?® + bw?
& d=d(w+w?) + bw?
& d=dw+w+1)+ bw?
& d=d+ bw?

s bw?=0
& b=0.

Sijoittamalla tdméa yhtaloryhmén neljanteen yhtdloon, saadaan ¢ = dw. Si-
joittamalla tdmé ja b = 0 toiseen yhtdloon, saadaan ¢ = a. Sijoittamalla vield
namé yhtaléryhmén ensimmaéiseen yhtaloon, saadaan

a4+ aw = aw

< a=0.

Néin ollen A = (8 8) , mutta nyt det A =0eli A ¢ G, joten Ky # K.

Nyt on muodostettu konjugointiluokat, joiden kertaluvut ovat

|K1| =1,
| K| = 15,
| K| = 20,
|Ky| =12,
|K5| = 12.

Néiden alkioiden summa on 60 = |SL(2,4)|, joten tdssd téytyy olla kaik-
kien konjugointiluokkien, silla konjugointiluokat ovat maaritelmén 1.34 no-
jalla pistevieraita. Nyt konjugointiluokista ei pystytd muodostamaan sellaista
unionia, etta se siséltiisi konjugointiluokan Ky = {I} ja unionin kertaluku ja-
kaisi luvun 60, mutta ei ole kaikkien konjugointiluokkien unioni tai pelkka K.
Siis konjugointiluokkien unionina ei voida muodostaa muita aliryhmié, kuin
{I} ja SL(2,4), joten lemman 1.35 nojalla ryhmalld SL(2,4) = PSL(2,4)
on pelkit triviaalit normaalti aliryhmét. Nain ollen ryhmé PSL(2,4) on yk-
sinkertainen. O

28



3.4 Ryhméa PSL(2,5)

Ryhmén PSL(2,5) yksinkertaisuuden osoitus on hyvin saman kaltainen, kuin
ryhmén PSL(2,4), mutta ryvhmén suuremmasta koosta johtuen hiukan laa-
jempi. Todistus vaatisi usean samankaltaisen konjugointiluokan kertaluvun
osoittamisen, sekd usean osoituksen siitd, ettd tietyt alkiot eivéit konjugoi
keskenddn. N&itd ei kuitenkaan kaikkia kirjoiteta auki, vaan todistuksessa
muutamat kohdat todetaan keskendan saman kaltaisiksi. Kunnan Zs alkioita
késiteltdessa on hyva muistaa, ettd —1 = 4.

Lause 3.5. Ryhmd PSL(2,5) on yksinkertainen.

Todistus. Nyt charZs # 2, jolloin mééritelmén 2.8 nojalla PSL(2,5) =
SL(2,5)/Z(SL(2,5)). Nyt lauseen 1.17 nojalla ryhman PSL(2,5) yksinker-
taisuuden osoittamiseen riittdd, ettd ryhman SL(2,5) ainoat normaalit ali-
ryhmét ovat {1}, {/,—1} ja SL(2,4). Lisiksi tiedetdéin lemman 2.5 nojalla,
etta

|ISL(2,5)| =(¢g—1)g(¢+1)=4-5-6 = 120.

Merkataan todistuksessa jatkossa ryhméaa SL(2,5) kirjaimella G' lukemisen
helpottamiseksi.

Lihdetdin nyt muodostamaan ryhmin G konjugointiluokkia. Selvésti
K, = {I}ja Ky = {—I} ovat yhden alkion konjugointiluokkia. Tutkitaan seu-
raavaksi alkion 7' = (1) _01 € G generoimaa konjugointiluokkaa Kj3. Ku-
ten lauseen 3.4 todistuksessa, tutkitaan konjugointiluokan kertalukua lauseen
1.38 nojalla, jolloin

G|
ICa({THI
Téaytyy selvittaé |Co({T})|, joten tutkitaan joukkoa Cq({T'}). TAm& on mii-
ritelmén 1.36 nojalla

|K3| =

Ca({T}) ={g€ G | gT = Tg}.

a b

Olkoon nyt A = d

) € G. Nyt tdytyy sevittdd milld matriiseilla A to-
teutuu yhtalo:

CEHED-CDEY
< ()=
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Né&in ollen

eli

Nyt determinantin avulla saadaan yht&lo
det A =a®+ 0% =1.

Taulukoidaan yht#lén a? 4 b? = 1 ratkaisut kunnassa Zs.

a b a®+b?

0 1 1

0 -1 1

1 0 1
—1 0 1

Taulukko 2: Yhtélon a? 4+ b* = 1 ratkaisuparit (a,b) kunnassa Zs.

Selviasti ndhdain, ettd ndmé ovat ainoat ratkaisuparit kunnassa Zs, silla
kunnassa Zs ainoita neliditi ovat 0, 1 ja —1(= 22 = 3?). Eli matriisille A
on neljé eri vaihtoehtoa. Niin ollen alkion 7" generoiman konjugointiluokan
kertaluku on

G| 120
|K3| = ——— = — = 30.
[Ca({T})] 4
. : . 0 1 . .
Tutkitaan seuraavaksi matriisin S = 1 1) € G generoimaa konju-

gointiluokkaa K. Nyt konjugointiluokan K4 kertaluku saadaan taas yhtéalos-
ta
G
Kl =
[Ca({S})l
jota varten taytyy selvittda |Cq({S})|. Kuten edelld, méaritelmén 1.36 no-
jalla

Ca({S}) ={9€ G| gS=Sg}
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b

a
Olkoon nyt A = e d

A toteutuu yhtalo:

€ G. Kuten edelld, taytyy selvittda milld matriiseilla

= (¢ )( e
= (-l ot

c=—-bjad=a—-b

a b
A= (4,0

Nyt determinantin nojalla saadaan yhtélo

Né&in ollen

eli

detA=a>—ab+0v*>=1.

Selkeyden vuoksi taulukoidaan lausekkeen a? — ab + b* arvot alkiopareilla
(a,b) kunnassa Zs.

a b a?—ab+0?|la b a®—ab+V? a b a*>—ab+b?
0 1 1 0 0 0]l -1 1 3
0 -1 1 0 2 -1 -1 2 2
1 0 1 0 3 -1 -1 3 3
1 1 1 1 -1 3 2 2 —1
-1 -1 1 1 2 3 2 3 2
—1 0 1 1 3 2 3 3 —1

Taulukko 3: Lausekkeen a® — ab + b* arvot alkiopareilla (a,b) kunnassa Zs.

Taulukosta 3 nihdédén, ettd ensimméiset kuusi esitettyd paria (a,b) ovat
yhtilon a? —ab+ b? = 1 ratkaisupareja. Alkioparit (a, b), joita ei esiinny tau-
lukossa 3, jéitetdin taulukoimatta, silli yhtdlon a® — ab + b* = 1 muodosta
johtuen, (a, #) on yhtélon ratkaisupari, jos ja vain jos (8, «) on yhtalon rat-
kaisupari. Siten ensimmaiset kuusi ovat ainoat ratkaisuparit. Eli matriisille A

31



on kuusi eri vaihtoehtoa. Néin ollen alkion S generoiman konjugointiluokan

kertaluku on G 190
|Ky| = ——+++ = — = 20.
Y Ce{SHl 6

Nyt selvasti alkion —S sentralisoija C({—S}) on identtinen alkion S

sentralisoijan kanssa, silla
0 —1\ [a b
1 1 c d

)=
o (0 o)) = (o o)
)=

Niin ollen

c=—-bjad=a—0

a b
A= (—b a—b>'

Néin ollen my6s alkion —S generoiman konjugointiluokan K kertaluku | K| =
20. Osoitetaan vield, ettd K; # Ky, joka on yhtdpitdvad sen kanssa, et-
td alkiot S ja —S eivit konjugoi ryhméssid G. Tutkitaan siis milla alkiolla

A= (Z b) € G toteutuu

eli

d
ATISA = =S
& SA=A(-S)
N 0 1 a b\ (a b\ (0 -1
1 -1)\c a) " \c a0 1
¢ d \ (b —a+b
< (—a—c —b—d)_(d —c+d)‘
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Téastd saadaan yhtaloryhmé

b=c
d=—a+b
d=—a—c
—b—d=—c+d,

josta yhdistamalla keskimmaiset yhtalot ja sijoittamalla ylin yhtdlo alimpaan
yhtaloon saadaan

b=rc
—a—c=—a-+b

—b—d=-b+d.
Téasté edelleen sieventamalld kahta alinta yhtiloa saadaan

b=c
—c=b
—d =d.

b=c=0
d=0.

, mutta talloin det A =0 eli A ¢ G. Néin ollen alkiot S ja

Niin ollen

a 0
Nyt A = 0 0)
—S eivit konjugoi ryhmassd G, jolloin K5 # Ky.

Tutkitaan seuraavaksi matriisin R = <(1) i € G generoimaa konjugoin-
tiluokkaa Kg. Konjugointiluokan Kjg kertaluku saadaan, kuten edelld, yhta-

16sta
G

[Ca({RPI
jota varten taytyy selvittdéd |Co({R})|, missa

Ca({R}) = {9 € G | gR = Ryg}.

| Ks| =
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Olkoon nyt A = (CCL 2) € (G. Selvitetdan taas, milld matriiseilla A toteutuu
yht&lo:
AR = RA
o (@ b\ (1 1\ (1 1\ [a b
c d)\0 1) \0 1) \c d
o (@ a+b\ [(a+c b+d
c c+d) \ ¢ d )
Néin ollen
a=a-+c
Sce=0
ja
a+b=b+d
Sa=d

eli

a b
(o)
Nyt determinantin nojalla saadaan yhtélo
det A=a*=1,

joka toteutuu kunnassa Zs, kun a on 1 tai —1. Lisédksi alkio b voidaan va-
lita viidelld eri tavalla kunnassa Zs, jolloin matriisille A on 2 -5 = 10 eri
vaihtoehtoa. Néin ollen alkion R generoiman konjugointiluokan kertaluku on

Gl 120

ol = fampr 0 T

Nyt, kuten alkioille S ja —S, voidaan osoittaa, ettd alkiot R ja —R eivit
konjugoi ja niiden generoimat konjugointiluokat ovat yhtd suuret. Selvésti al-
kion —R sentralisoija Ci({—R}) on identtinen alkion R sentralisoijan kanssa,
silla
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=0 -G e
)= (),

—c —c—d
Né&in ollen
—a=—-a-—_c
< c=0
ja
—a—b=-b—-d
Sa=d

eli

A:(g 2).

Néin ollen myo6s alkion —R generoiman konjugointiluokan K; kertaluku
| K| = 12. Osoitetaan vield, ettd Kg # K7, joka on yhtdpitivid sen kanssa,
ettd alkiot R ja —R eivit konjugoi ryhméssd (. Tutkitaan siis milla alkiolla

A= (a b) € G toteutuu
c d

A'RA=—-R
& RA = A(—R)

S YA G Y G ) Gy
e ()= (T D)

Téastéd saadaan yhtaloryhmé

a+c=—a
b+d=—-a—>b
c=—c
d=—c—d,
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jolloin kolmannesta yhtélostd saadaan kunnassa Zs ratkaisu ¢ = 0 ja sijoit-
tamalla tdméa ensimmaiseen ja neljinteen yhtaloon, saadaan

a=—a
b+d=—-a—-0
c=0

d= —d.

Nyt ylimmaéstd yhtidlostd saadaan a = 0 ja alimmasta yhtilostd d = 0 ja
sijoittamalla ndmaé toiseen yhtiloon, saadaan

a=0
b= —b
c=0
d=0.
Néin ollen
a=0
b=20
c=0
d=0.
Siten A = (8 8) , mutta talloin det A = 0 eli A ¢ G. Néin ollen alkiot R
ja —R eivit konjugoi ryhméssa G, jolloin Kg # K.
Tutkitaan vieldi matriisin R? = (1) 1) generoimaa konjugointiluokkaa
Ks. Konjugointiluokan Ky kertaluku
|G|
|Ks| = =
[Ca({R2})

jota varten tiytyy taas selvittisi |Cq({R?})|, missi
Co({R*}) ={g € G | gR* = R*g}.

a b

Olkoon nyt A = (C d) € (. Selvitetdan taas, milla matriiseilla A toteutuu
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yht&lo:
AR® = R*A

= ()66 )

- a 2a+0b\ [a+2c b+2d
c 2c+d) c d :

Niin ollen
a=a+2c
= Cc=
ja
20 +b=0b-+2d
Sa=d

eli

-(32)

Nyt matriisille A saadaan identtiset ehdot, kuin alkion R konjugointiluokkaa
tarkasteltaessa, jolloin matriisille A on taas 10 eri vaihtoehtoa. N&in ollen
alkion R? generoiman konjugointiluokan kertaluku on

Gl 120

ColtB] 10~

| K| =

Osoitetaan vield, ettd Kg # Kjg, joka on yhtapitivid sen kanssa, ettd
alkiot R ja R? eiviit konjugoi ryhmiissi G. Tutkitaan siis milli alkiolla A =
b
<a ) € G toteutuu
c d

A"'RA = R?
& RA = AR?

- 11 a b\ f(a b 1 2
0 1/\ec d) \e d)\0 1
a+c b+d\ [(a 2a+b

< < c d >_(c 20+d)'
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Né&in ollen

a=a-+c
Sc=0
ja
20+b=b+d
& 2a = d.

Nyt A = <8 Qba) , jolloin determinantti det A = 2a? = 1, joka on kun-

nassa Zs yhtipitivid yhtilon a? = 3 kanssa. Kuitenkin aiemmin jo todettiin,
ettsi ainoat nelidt kunnassa Zs ovat 0, 1 ja —1, joten yhtilslld a® = 3 ei ole
ratkaisua kunnassa Zs. Niin ollen alkiot R ja R? eiviit konjugoi ryhmiissi G,
jolloin Ky # K.

Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd —R ja R? eiviit konjugoi ryhmiissi G.
Osoitetaan siis, ettd Kg # K7, joka on yhtépitavié sen kanssa, etté alkiot —R

ja R? eiviit konjugoi ryhmiissi G. Tutkitaan siis millé alkiolla A = (CCL Z) €
G toteutuu

AY(-R)A= R
& —RA=AR?

) D-C6E

o —a—c —b—d\ [(a 2a+0D
—c —d \c¢ 2c+d)

Téstd saadaan yhtaloryhma

—a—c=a
—b—d=2a+0b
—c=c

—d =2c+d,
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jolloin kolmannesta yhtélostd saadaan kunnassa Zs ratkaisu ¢ = 0 ja sijoit-
tamalla tdméa ensimmaiseen ja neljinteen yhtaloon, saadaan

a=—a
—b—d=2a+b
c=10

d= —d.

Nyt ylimmaésta yhtidlostd saadaan a = 0 ja alimmasta yhtilostd d = 0 ja
sijoittamalla ndmaé toiseen yhtiloon, saadaan

a=0
b=—-b
c=0
d=0.
Néin ollen
a=0
b=0
c=
d=0.
Siten A = (8 8) , mutta talloin det A =0 eli A ¢ G. Nain ollen alkiot —R

ja R? eiviit konjugoi ryhmiissi G, jolloin Ky # K.

Lisiksi, kuten alkioille S ja —S sekd R ja —R, voidaan osoittaa, ettd
alkion —R? generoiman konjugointiluokan Ky kertaluku on sama, kuin alkion
R? generoiman konjugoiniluokan kertaluku. Tarkastellaan siis vield matriisin

s (-1 =2
=10 4
Kg kertaluku

generoimaa konjugointiluokkaa Ky. Konjugointiluokan

G|
[Ca({—R2})[’
jota varten tiytyy taas selvittad |Cq({—R?})|, missi

Ce({—R?}) ={9 € G | y(—R*) = —R%g}.

| Ko| =
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Olkoon nyt A = (CCL 2) € (G. Selvitetdan taas, milld matriiseilla A toteutuu
yht&lo:
A(—R?) = —R*A
<:>ab—1—2_—1—2 a b
c d 0 -1/ \0 —-1)\c d
o [T —2a—-b\ (—a—2c —b—-2d
—c —2c—d) —c —d '
Néin ollen
—a = —a—2c
<~ C=

ja

—2a—b=—-b—2d
Sa=d

A:<g 2)_

Nyt matriisille A saadaan taas identtiset ehdot, kuin alkion R konjugointi-
luokkaa tarkasteltaessa, jolloin matriisille A on taas 10 eri vaihtoehtoa. Niin
ollen alkion —R? generoiman konjugointiluokan kertaluku on

l€l 120
Ko|= — 21 _ 220 _q9
sl = eat=rp] ~ 10

Kuten edelli, tiytyy vield osoittaa, etté alkio —R? ei konjugoi alkioiden
R, —R tai R? kanssa ryhmissi G. Osoitetaan aluksi, ettdi —R? ei konjugoi
alkion R kanssa ryhméssa G, joka on yhtépitdvad sen kanssa, ettd Ko # Kg.

Tutkitaan siis milla alkiolla A = (Z 2) € @ toteutuu

AT'RA = —R?
& RA= A(-R?

S O L G | ey
S S R e )
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Téastd saadaan yhtaloryhmé

a+c=—a
b+d=—2a—0>
c=—c

d= —2c—d,

joka on yhtapitava seuraavan yhtdloryhmaéan kanssa.

—a—c=a
—b—d=2a+0b
—c=c
—d=2c+d.

Tiaméi on identtinen alkioiden —R ja R? konjugointia tutkittaessa muodos-
tuneen yhtiloryhmén kanssa. Néin ollen alkiot R ja —R? eiviit konjugoi ryh-
missd G, jolloin K¢ # Kg.

Tutkitaan sitten alkioiden —R? ja —R konjugointia ryhméissi G. Tutki-

taan siis milla alkiolla A = (CCL Z) € G toteutuu

AT (-R)A=-R?
& —RA=A(-R?)

- -1 =1\ fa b0\ [(a b\ (-1 =2
0 —-1)\c dJ \c d 0 -1
o [Tac —b—d\ (—a —2a-b
—c —d ) \—-c —2c—d)’
jota kertomalla puolittain alkiolla —1 saadaan

a+c b+d\ [(a 2a+b
c d “\e 2e+d)-

Tami on identtinen alkioiden R ja R? konjugointia tutkittaessa muodos-
tuneen yhtiloryhmin kanssa. Niin ollen alkiot —R ja —R? eiviit konjugoi
ryhméssd G, jolloin Ky # K.

Osoitetaan lopuksi, ettd alkiot —R? ja R? eivit konjugoi ryhmissi G eli
Ky # Kg. Nyt
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AT'R’A = —R?
& R’°A=A(-R?)

R OO L GO R G ey

a+2c b+2d\ [(—a —2a-—b
c d - \—c —2c—-d)-

Tastd saadaan muodostettua yhtaloryhmé

a+2c=—a
b+2d=—2a—-0>
c=—c
d=—2c—d,

jolloin kolmannesta yhtilostd saadaan taas ¢ = 0 ja sijoittamalla tdméa en-
simmaiseen ja neljanteen yhtialoon, saadaan

a=—a
b+2d=—-2a—-0
c=10

d= —d.

Nyt ylimméstd yhtédlostd saadaan a = 0 ja alimmasta yhtéléstd d = 0 ja
sijoittamalla ndmaé toiseen yhtiloon, saadaan

a=20
b=—-b
c=10
d=0.
Né&in ollen
a=0
b=20
c=0
=0.
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Siten A = (8 8) , mutta télloin det A = 0 eli A ¢ G. Niin ollen alkiot —R?
ja R? eiviit konjugoi ryhmissi G, jolloin Ky # K.

Nyt on muodostettu pistevieraat konjugointiluokat, jotka ovat kertalu-
kuineen:

Ky =A{1}, K] =1

Ky = {1}, |Ky| =1

K3 = {alkion T generoima konjugointiluokka}, |K3| = 30;
K, = {alkion S generoima konjugointiluokka}, |Ky| = 20;
K5 = {alkion —S generoima konjugointiluokka}, |Kj;| = 20;
K¢ = {alkion R generoima konjugointiluokka}, |Kg| = 12;
K7 = {alkion —R generoima konjugointiluokka}, |K7| = 12;
K = {alkion R* generoima konjugointiluokka}, |Kg|= 12;
Ko = {alkion —R? generoima konjugointiluokka}, |Ko| = 12.

Tassé taytyy olla kaikkien konjugointiluokkien, sillé néité alkioita on kaikki-
aan 120 = |G|.

Olkoon nyt N < G, joka siséltdd muutakin kuin konjugointiluokat K; ja
K5. Nyt lemman 1.35 nojalla N on konjugointiluokkien unionina muodostet-
tu aliryhmaé ja liséiksi Lagrangen lauseen, lause 1.10, nojalla | V| jakaa luvun
120 = |G]. Niin ollen N ei voi jaollisuuden nojalla sisiltdd konjugointiluok-
kien K, ja K lisdksi luokkaa K3, K4 tai K5 ilman, ettd N = G.

Olkoon nyt N joukko, joka sisdltda konjugointiluokat K; ja K5 sekd jon-
kun konjugointiluokista Kg, K7, Kg tai Ky. Talloin aliryhméné joukko N
sisaltdad kaikki konjugointiluokat Ky, K7, Kg ja K. Siten aliryhmi N sisél-
tdd vahintddn 2 4+ 4 - 12 = 50 alkiota ja koska tdma ei jaa lukua 120, taytyy
lisita vield jokin konjugointiluokista K3, Ky tai K5, jolloin N = G.

Niin ollen ryhmén G' = SL(2,5) ainoat normaalit aliryhmét ovat {/},
{I,—1I} ja SL(2,4), jolloin lauseen 1.17 nojalla ryhma PSL(2,5) on yksin-
kertainen.

]

3.5 Ryhma PSL(2,K)

Lopuksi tutkitaan vield yleisesti ryhmén PSL(2, K) yksinkertaisuutta. En-
nen ryhmin PSL(2, K) yksinkertaisuuden varsinaista tutkimista tarvitaan
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kuitenkin vield yksi uusi mééiritelmé ja kolme hyddyllistd lemmaa. Ensim-
miisend tutkitaan yhtilén z2 — 3% = a ratkeamista kunnassa K.

Lemma 3.6. Olkoon K ddrellinen kunta ja a € K. Tdlloin yhtilolld 2> —y? =
a on ratkaisupari (z,y) kunnassa K.

Todistus. Tarkastellaan erikseen tapaukset char K # 2 ja char K = 2.
1. Olkoon char K # 2. Nyt seuraava yhtépitdvyys on voimassa:
-y =a

& (r—y)(z+y) =a.

Télle voidaan muodostaa yksi mahdollinen ratkaisuvaihtoehto

r—y=1
r+vy=a,
jotka laskemalla puolittain yhteen, saadaan

r+xr=a+ 1.

Nyt, koska char K # 2, niin x+x # 0, jos z # 0. Néin ollen on olemassa
alkio k € K\{0}, jolle pitee kxz = x + x. Talloin myos k' € K\{0},
jolloin saadaan

kxr=a+1
sr=kFk"Ya+1).
Kun tdmaé sijoitetaan yhtéloparin ylempéaédn yhtdloon, saadaan
y=k*a+1)-1,
josta muokkaamalla alkiota 1 saadaan
y=k 'a+1)—k 'k,

eli
y=k'(a+1-k).

Niin ollen saadaan yhtildlle 22 — y? = a ratkaisupari

r=k"Ya+1) €K
y=k'a+1—-k) e K.
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2. Olkoon char K = 2. Télloin |K| = 2" ja |K\{0}| = 2™ — 1. Tarkastel-
laan yhtilod 22 — y? = a.

Jos a = 0 saadaan ratkaisuvaihtoehto x =y = 0.

Tutkitaan seuraavaksi tilanne a € K\{0}, jolloin 1 = a*" 1. Kertomalla
tama puolittain alkiolla a, saadaan

a = a2n _ a2,2n—1 _ (a/2n—1)2.

Nyt voidaan valita r = a e K jay = 0 € K, joka on yhtdlon
2? — y? = a ratkaisu.

Niin ollen yhtillld 2? — y? = a on aina ratkaisupari (z,y) kunnassa K.
O

Maéritelladn vield transvektiot, joiden avulla yksinkertaisuuden osoitta-
minen helpottuu huomattavasti.

Maésritelmi 3.7. Alkioita <(1) f) € SL(2,K) ja <21/ (1)> € SL(2, K) kut-

sutaan transvektioikss.

Huomautus 3.8. Nyt

9 A OO R ) B G

joten transvektioiden kidnteisalkiot ovat transvektioita.

Lemma 3.9. Transvektiol generoivat ryhmdn SL(2, K).

Todistus. Todistuksessa kiytetifin merkintis ¢ 'k = %, missd k£ € K ja

¢ € K\{0}. Olkoon A = (Z Z

ad — be = 1. Tarkastellaan todistus kahdessa osassa ¢ # 0 ja ¢ = 0.

€ SL(2, K). Talloin determinantin nojalla

1 l—a

1. Olkoon nyt ¢ # 0. Télloin T} = (0 i ) on transvektio ja saadaan

1 £\ fa b\ (1 b+dE"
0 1 c d)  \c d
1bc—ad+d

)
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josta saadaan determinantin ad — bc = 1 nojalla

Taman kertomalla edelleen transvektiolla 75 = (—10 (1)), saadaan

1 0\ /1 ¢t 1 ¢l
(—c 1)(0 d)Z(O 1)’
N——

T3
=
misséd 15 = (O i ) on transvektio. Néin ollen
Ty A ="T;
eli
A =TT,

missi alkiot 77!, Ty * ja T3 ovat transvektioita. Niin ollen matriisi A
voidaan esittdd transvektioiden tulona.

2. Olkoonc=0eli A= (a b> jadet A =ad =1, jolloin a # 0 ja d # 0.

0 d
10 .
Nyt T' = (1 1) on transvektio ja

()6t

missd C' voidaan 1. kohdan nojalla esittda transvektioiden tulona. N&in
ollen A = T71C eli A voidaan esittiii transvektioiden tulona.

]

Lemma 3.10. Jos N < SL(2,K) ja N sisdltid ainakin yhden transvektion
muotoa U = (é 1{), missd u # 0, niin N = SL(2, K).
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: 1 u . b0
Todistus. Olkoon U = (O 1) e NjaB= ( 0

Koska N on normaali aliryhmé, niin B~'UB € N eli
271 0\ /1 W\ [z! 0 [z O b ux
0 =z 0 1 0 z) \0o z7! 0 =z
1 uz?
(e

Vastaavasti voidaan myds osoittaa, ettd jos y € K ja y # 0, niin

1 uy?
(6 1>6N,

jolloin aliryhmaékriteerin, lauseen 1.8 nojalla

1 wx®\ (1 uy? -
(0 1 ) (o 1 ) €N,
1 wr?\ (1 —uy?
<o 1 ) (0 1 > <N,

1 owz® —uy®\ (1 wu(a®—y?)
(0 1 )‘(o 1 e

Nyt lemman 3.6 nojalla 22 —y? kiiy lipi kaikki kunnan K alkiot, jolloin myds
u(x? —y?) kiy ldpi kaikki kunnan K alkiot. Tdmin nojalla normaali aliryhmé

N sisédltda kaikki transvektiot ((1) i) , missé ¢ # 0.

) € SL(2,K) eli x # 0.

eli

eli

Liséksi, koska N on normaali ja (? _01

B0 (G0 en
(% 0) (5 o) = (L D)en
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Néin ollen N siséltad kaikki transvektiot (i (1)) , missd ¢ # 0. Selvisti N

(1) i , missd ¢ = 0, eli alkion I. Niin ollen
N sisdltaa kaikki ryhmén SL(2, K) transvektiot, jolloin lemman 3.9 nojalla
N = SL(2, K).

myo6s sisdltdd transvektion

]

Nyt kaikki tarpeellinen ryhmén PSL(2, K) yksinkertaisuutta varten on
késitelty. Siirrytaén siis seuraavaksi tarkastelemaan yleisesti ryhmén PSL(2, K)
yksinkertaisuutta. Todistuksessa on hyvd muistaa, ettd jos char K = 2, niin
{I,—1I} ={I}. Todistuksessa tapausta char K = 2 ei kisitella erikseen. To-
distus mukailee hyvin tarkasti Markku Niemenmaan ryhméteorian luennoilla
2014 esittamad todistusta, joka 16ytyy lihteestd [5].

Lause 3.11. Ryhmd PSL(2, K) on yksinkertainen, jos ja vain jos |K| > 4.

Todistus. Lauseissa 3.1 ja 3.2 on osoitettu, ettd PSL(2, K) ei ole yksinker-
tainen, jos |K| < 4. Riittad siis osoittaa, ettd PSL(2, K) on yksinkertainen,
kun |K| > 4. Lisiksi lauseen 3.4 nojalla PSL(2, K) on yksinkerteinen, kun
|K| = 4 ja lauseen 3.5 nojalla PSL(2, K) on yksinkerteinen, kun |K| = 5.
Nyt voidaan siis olettaa, ettd |K| > 5.

Olkoon |K| > 5. Mééaritelmén 2.8 nojalla

PSL(2, K) = SL(2, K)/ Z(SL(2, K)).
{1,-1}

Lauseen 1.17 nojalla ryhmén PSL(2, K) yksinkertaiseksi osoittamiseen riit-
tad osoittaa, ettd jos {I,—I1} I N 9 SL(2,K) ja {I,—1} # N, niin N =
SL(2,K).

Olkoon nyt siis {/, —I} < N < SL(2,K)ja{Il,—1} # N, jolloin normaali
aliryhméa N sisiltad sellaisen alkion A, ettd A € SL(2, K)\{I, —I}. Merki-

tisn A = (a b
C

d) . Nyt lemman 3.10 nojalla riittda, ettd N siséltdd ainakin

_ 1 L
yhden transvektion muotoa U = <O 7{), missd u # 0. Jaetaan tarkastelu

kahteen osaan ¢ = 0 ja ¢ # 0.

1. Olkoon ¢ = 0. Té&lléin alkio A € N on determinantin nojalla muotoa

al
A_(O a),mlssaa%O.
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. 1 =z . -1 =z
Jos a = £1, niin A = (O 1) tai A = 0 _1)

ovat transvektioita, missd = # 0, silld A € SL(2, K)\{l, —I}. Lisédksi
—Ae N,silla Ae N, -] € N ja—IA = —A, jolloin —A € N, koska
N on normaali aliryhma.

Oletetaan jatkossa, ettd o € K\{1, —1}, jolloin a? # 1 silli yhtilo

, jolloin A tai —A

on yhtéipitiava yhtalon

kanssa, joka voidaan edelleen muokata muotoon
(a+1)(a—1)=0.

Vasta-alkion yksikasitteisyyden nojalla yhtdlon ainoat ratkaisut kun-
nassa K ovat

ja

Tallin, koska N on normaali aliryhma ja ((1) 1) € SL(2, K), niin

—1
(11 11
o) Al e

EN \

v~

eEN

W) G (D6
b ) (o _11)1 (o 2)G)

a —a—z\ (ot a4z
0 at 0 a

1

0

Eli
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1 1—a?

Nyt 1 —a? # 0, silld o? # 1, joten T = (O 1

) on lemman 3.10

vaatima transvektio U.

. Olkoon nyt ¢ # 0. Olkoon lisiksi § € K\{0}. Tall6in on olemassa

sellainen alkio v € K, etta B = (Zg —Zﬁ) € SL(2,K), silld deter-

minantin nojalla ndhdaan, ettd
det B = —a*p%> —ycB =1
& —yef =1+ ad*p
& —yc= (8" +a’p)
Sy=—(6""+aB)c!

Lisiiksi on tirked tehdd huomio, ettdi B~ = (—aﬁ _7) = —B, silld

—cf  ap
aB v\ (—aB —v\ _ [ —a*B* =B —vaB+yap
B —aB) \—cB aB)  \—cfaf +cfaf —a’B*>—~cB)’
josta saadaan determinantin det B = —a?B3% — v¢3 = 1 nojalla

—a?B? — yep 0 1 0
0 —a?f? — yefs 0 1

Nyt normaali aliryhmi N sisdltdi alkion

—I B'AB_A = —I(-B)ABA
N ——
eN eN eN

= BABA

K )

a’f+cy  abB+dy
ac —acB bef — adp

25+07 abB +dy
—B(ad —bc)) -

20



Koska det A = ad — bc = 1 ja v = —(87! + a?B)c™!, niin

Bty abB+dy \° (=B abB+dy\’
0 —B(ad —bc)) 0 -
_ (52 —B~(abB + dy) — B(abB + dV))
=" 2 _
Kun vield merkitiin x = —371(abB + dvy) — B(abB + dv), saadaan

(5(;2 gg) =FEc N.

Nyt, kuten 1. kohdassa, normaali aliryhm& N sisaltad alkion

—1
(11 11
E(01E01€N.

EN <

'

eEN

N RORIE
6D D6
_ (50 i x) (BO ng x)
(

(

Eli

Koska oletettiin, ettd |K| > 5, niin huomautuksen 1.31 nojalla on ole-

4
massa sellainen § € K\{0}, etti 3* # 1, jolloin T = <(1) ! 1ﬁ ) on

lemman 3.10 vaatima transvektio U.

Nyt molemmissa tapauksissa ¢ = 0 ja ¢ # 0 l6ydettiin lemman 3.10 vaati-
ma transvektio U, joten N = SL(2, K). Nyt, huomioiden myos lauseet 3.1,
3.2, 3.4 ja 3.5, on osoitettu, ettd PSL(2,K) = SL(2,K)/Z(SL(2,K)) on
vksinkertainen, jos ja vain jos |K| > 4.

O
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4 Ryhmin PSL(m, K) yksinkertaisuudesta

Luvussa 2 todettiin, ettd lineaariset ryhmét voitaisiin muodostaa m x m -
matriiseille. Téassa luvussa tullaan kisitteleméin kyseisiéd lineaarisia ryhmia.
N&itd ei kuitenkaan méaritelld, eikd matriisien operaatioitakaan tulla yleis-
tdmaidn m X m -matriiseille, vaan tulokset késitelldin hyvin pintapuoleises-
ti. Todistuksien tarkat muotoilut vaatisivat laajan méaédran lineaarialgebran
peruskisitteiden avaamista. Lisdksi aiheeseen liittyvit tarpeelliset médritel-
mét, lemmat ja lauseet eivit ole nopeasti esitettdvissa, joten nédiden tarkka
késittely ei ole tdméan laajuisen tutkielman kannalta mielekistd. Luvun 4
tarkoituksena ei olekaan tehdi endi puhdasta matemaattista todistamista,
vaan enemmankin valaista lukijalle, mitd aiheeseen enemman perehtyvalle
on edessd. Luvussa esiteltdvien tuloksien todistukset 16ytyvit ldhteesta [6]
sivuilta 227 — 233.

Téssé luvussa kiiytetdén merkint6ja GL(m, K), SL(m, K) ja PSL(m, K),
missd kukin lineaarinen ryhmé on vastaava, kuin méaritelmissd 2.1, 2.4 ja
2.8, mutta 2 X 2 -matriisien sijasta ndméa lineaariset ryhmét on maéaritelty
mxm -matriisien avuilla. Eli merkinndt GL(m, K), SL(m, K) ja PSL(m, K)
viittaavat astetta m oleviin lineaarisiin ryhmiin kunnan K suhteen.

Lisdksi tullaan puhumaan m x m -matriisien transvektioista. Naitd maa-
riteltdessa taytyy kisitelld matriiseja alkioiden a;; avulla. Néin késiteltdessa
m X m -matriisi muodostuu alkioista a,;, missd alkio a;; on m x m -matriisissa
rivilla 7 ja sarakkeessa j. Lisdksi on tiarked huomata, ettd jos ¢ = 7, niin alkio
a;; on diagonaalialkio. Nyt m x m -matriisi on transvektio, mikali a;; = 1 ai-
na, kun ¢ = j, yhdelld alkiolla, missé ¢ # j, a;; # 0 ja kaikki muut matriisiin
alkiot a;; = 0. Néin ollen m X m -matriisien transvektio on m X m -matriisi,
joka poikkeaa yhdelld alkiolla identiteettimatriisista. Poiketen tutkielmas-
sa esitettdvistd transvektion médritelmésti 3.7, ldhteessd [6] esitettéviissa
transvektion maaritelméssa ei hyviaksyta identiteettimatriisia transvektioksi.
Tamé& ei varsinaisesti vaikuta todistukseen muuten kuin siten, ettei todis-
tuksissa erikseen tarvitse kertoa transvektion olevan identiteettimatriisista
poikkeava.

Ryhméssd GL(m, K), voidaan osoittaa, ettd kaikki transvektiot konju-
goivat keskenddn. Tama tulos on voimassa myos 2 X 2 -matriiseille, mutta se
ei ole ryhméan PSL(2, K) yksinkertaisuuden kannalta merkittava tulos, sil-
18 tésté eteenpédin johdettava tulos ei ole endé voimassa 2 X 2 -matriiseille.
Voidaan siis lisidksi osoittaa, ettd jos m > 3, niin kaikki transvektiot konjugoi-
vat keskendén ryhméssa SL(m, K). Téhan on helppo esittida vastaesimerkki,
joka nayttda, ettd tulos ei ole voimassa ryhmélle SL(2, K).
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11 . (1 -1
(O 1 € SL(2,3) ja 01

selvisti transvektioita. Osoitetaan, ettd ndma alkiot eivéit konjugoi keskendin

ryhméssa SL(2,3). Olkoon A = (z Z) € SL(2,3), jolloin det A = 1 ja lem-

man 1.45 nojalla A~ = < d _&b) € SL(2,3). Tutkitaan milld matriiseilla

Esimerkki 4.1. Nyt alkiot € SL(2,3) ovat

A toteutuu yhtalo

o (datde—be db+d—db _ (1 1
—ca—c+ca —cb—cd+ad)  \0 1

Talloin ensimmaisen rivin toisesta sarakkeesta saadaan yhtalo
db+d* —db= —1
eli

d? = —1.

TAmé& on ristiriita kunnassa Zs, silli 02 = 0, 12 = 1 ja (—1)? = 1. Néin ollen

transvektiot ((1) 1) ja <(1) _11) eivit konjugoi ryhméssia SL(2,3).

Lisdksi ryhmaélle SL(m, K) voidaan tehdd vastaava todistus, kuin lem-
ma 3.9, eli transvektiot generoivat ryhmén SL(m, K). Tamén ja edelld esi-
tellyn tuloksen, jos m > 3, niin kaikki transvektiot konjugoivat keskendin
ryhméssid SL(m, K), avulla voidaan késitelld ryhmén PSL(m, K) yksinker-
taisuutta. Naitd hyodyntden, saadaan todistettua, ettd ryhma PSL(m, K)
on yksinkertainen, jos m > 3.
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