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1 Johdanto

Tyoni kisittelee aihetta, joka otetaan itsestddnselvyytend miltei jokaisella
koulutusasteella, eli lukujoukkojen konstruoimista. Erityisesti huomioni kiin-
nittyi luonnollisiin lukuihin, kokonaislukuihin sekd rationaalilukuihin, silld
nidma kolme joukkoa kytkeytyvat hyvin toisiinsa algebrallisesti. Perusraken-
teena selitidn ensin joukko-opin perusaksioomat seké tiedot, jota tekstini ym-
mértidminen vaatii. Téméan jilkeen siirryn luonnollisten lukujen joukon ra-
kentamiseen ja tastd kokonaislukuihin. Perustelen myos jokaisen lukujoukon
kohdalla, mistd ndiden joukkojen peruslaskutoimitukset, eli yhteenlasku, va-
hennyslasku ja kertolasku tulevat joukko-opin ja ryhméteorian avulla.

Pyrin valttdméan lihdeteokseni suoraa kidntamisté ja yritin tehda tyos-
té sellaisen, ettd siind ndkyy oma persoonani seké innostukseni matematiik-
kaa kohtaan. Tastd huolimatta esimerkit ovat suoria lainauksia ldhdeteok-
sesta, mutta nédiden perustelut ja todistukset lukuunottamatta Lauseen 3.1
ja muutamaa Lauseen 3.4 todistusta ovat itse kehiteltyja. Tyoni on siis tehty
kokonaan teoksen [1] seké sen avulla kehiteltyjen perusteluiden avulla.

Jotta lukija ymmartaa tekstin hyvin, vaatii tdiméa perusosaamisen joukko-
opista, kuten vaikka sen, miten joukkojen viliset operaatiot toimivat tai mi-
ten joukot kytkeytyvét toisiinsa. Kaikki vaadittavat asiat kuitenkin 16ytyvit
kappaleesta 2 eli ’Esitietoja’ -kappaleesta.



2 Esitietoja
2.1 Joukko-opin perusaksioomat

Aksiooma 2.1. On olemassa joukko X.

Huomautus 2.1. Aksioomasta 2.1 seuraa, ettd on olemassa tyhja joukko 0,
kun asetetaan ) = {y € X | y # y}.

Aksiooma 2.2. On olemassa joukko I = {0 € I &(z € I — (zU{z}) € I)}.

Aksiooma 2.3. Jokaiselle alkiolle a ja b on olemassa joukko X siten, ettd
ace X jabe X.

Huomautus 2.2. Aksioomasta 2.3 saadaan joukko
{a,b} ={reX|z=aVz=>}

Aksiooma 2.4. Jokaista kokoelmaa F kohden on olemassa joukko U siten,
etti JF CU.

Aksiooma 2.5. Jokaisella joukolla X on olemassa joukko P siten, ettd se
sisdltid joukon P(X) eli X :n kaikkien osajoukkojen potenssijoukon.

Néiden lisdksi joukoille X ja Y on voimassa ehto:

Aksiooma 2.6. X =Y jos ja vain jos ne sisdltdvdt tdsmdlleen samat alkiot.

2.2 Merkintoja

Seuraavat kisitteet seuraavat joukko-opin perusaksioomista.

XUY = |U{X,Y} on joukkojen X ja Y yhdiste.

NF={z€e UF|VF e F(z€F)} on kokoelman F joukkojen leikkaus.
XNY = N{X,Y} on joukkojen X ja Y leikkaus.

P(X)= {Z | Z C X} on X:n kaikkien osajoukkojen joukko, potenssijoukko.

2.3 Relaatiot

Maaritelma 2.3. Olkoot X ja Y epiatyhjid joukkoja. Karteesinen tulo X XY
voidaan méaritelld joukkojen X ja Y alkioiden z ja y muodostamien parien

joukkona eli
XxY={(zy)|zeXyeV}
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Karteesisen tulon avulla saadaan maéariteltya bindarirelaatio.

Maésritelmé 2.4. Binddrirelaatio joukossa X on R C (X x X). Alkioz € X
on relaatiossa alkion y € X kanssa, jos (z,y) € R. Télloin merkitddn zRy.

Binaéarirelaation yhteydessd puhutaan usein kolmesta ominaisuudesta:
refleksiivisyydestd, symmetrisyydesté ja transitiivisuudesta.

Maaritelma 2.5. Relaatio R on refleksiivinen, jos xRz kaikille joukon X
alkioille z.

Maaritelma 2.6. Relaatio R on symmetrinen, jos relaatiosta xRy seuraa,
ettd y Rz kaikilla joukon X alkioilla x ja y.

Maaritelma 2.7. Relaatio R on transitiivinen, jos ehdoista xRy ja yRz
seuraa, ettd xRz kaikilla joukon X alkioilla z, y ja z.

Esimerkki 2.1. Mdadritelldin relaatio R joukossa N siten, ettd xRy jos ja
vain jos y = x2. Tdlldin relaatiolla R ei ole mitddin ylldolevista ominaisuuk-
sista.

Todistus. Refleksiivisyys: Vastaesimerkkind valitaan x = 2, jolloin relaatio
x =22 eli 2 =22 = 4 ei ole voimassa. Titen relaatio R ei ole refleksiivinen.

Symmetrisyys: Valitaan vastaesimerkiksi z = 4 ja y = 2, jolloin 2 = 3?2
eli 4 = 22 = 4 on voimassa, mutta tisti ei seuraa, etti y = 22 eli 2 = 42 = 16
olisi voimassa. Téten relaatio R ei ole symmetrinen.

Transitiivisuus: Valitaan z = 16, y = 4 ja 2z = 2, jolloin relaatiot z = 3>
2

jay = 2% eli 16 = 42 ja 4 = 22 ovat voimassa. Tésté ei kuitenkaan seuraa,
ettd relaatio x = 22 eli 16 = 22 olisi voimassa. Téten relaatio R ei ole
transitiivinen. O

Erityishuomiona edelliseen esimerkkiin: Jos joukkomme olisi pelkdstdan
luvun 1 tai luvun 0 muodostama joukko, relaatiolla 2 Ry jos ja vain jos x = y?
olisi kaikki kolme ominaisuutta.

Esimerkki 2.2. Relaatio = on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen
joukossa N.

Esimerkistd 2.2 padsemme varsinaisen aiheen kannalta tirkeimp#in re-
laatioon, ekvivalenssirelaatioon.

Maaritelma 2.8. Kutsumme joukossa X x X maéariteltyd bindarirelaatiota
R ekvivalenssirelaatioksi, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivi-
nen.



3 Luonnolliset luvut

3.1 Lukujoukon rakentaminen

Aksioomien 2.1 ja 2.3 perusteella on ymmaérrettivia, ettd on olemassa joukot,
kuten 0, {0}, {0,{0}}, {{0}} ja niin edelleen. Vield ei ole kuitenkaan selviii,
ettd on olemassa monimutkaisempia joukkoja, kuten N tai Z.

Luonnollisten lukujen joukon N méardavit seuraava aksiooma seki lause:

Méidritelma 3.1. Médritelladn joukon z seuraaja S(x) seuraavasti:
S(x) =z U{z}.

Lause 3.1. On olemassa tismdlleen ykst joukko N, jolle pdtee seuraavat kol-
me ominaisuutta:

1. peN.
2. Jokaiselle alkiolla n, n € N — S(n) € N.

3. Olkoon K sellainen joukko, jolle ominaisuudet 1 ja 2 ovat voimassa.
Talloin N C K

Todistus. Aksiooman 2.2 nojalla on olemassa ainakin yksi joukko X, jolle
ominaisuudet 1 ja 2 ovat voimassa. Olkoon nyt

F={YePX)|0eY &VzeY (S(x)€Y)}

eli ' koostuu kaikista niistd X:n osajoukoista, jotka toteuttavat ehdot 1
ja 2. Siispd X € F. Asetetaan N = (| F. On selvdd, ettd minkd tahansa
joukkojen, jotka toteuttavat ehdot 1 ja 2, leikkaus toteuttaa myds kyseiset
ehdot. Osoittaaksemme, ettd myos ehto 3 toteutuu, olkoon K miké tahansa
joukko, joka toteuttaa ehdot 1 ja 2. Talldin

(KNX)eFjoten N=[|FC (KnX)CK.
O

Maaritelm4 3.2. Lauseen 3.1 madradamaia joukkoa N kutsutaan luonnollis-
ten lukujen joukoksi ja sen alkioita luonnollisiksi luvuiksi. Luonnollisen luvun
n € N seuraajaa S(n) merkitdén n + 1. Lisdksi merkitddan 0 = ().

Erityishuomiona Lauseen 3.1 kohta 3 voidaan kirjoittaa seuraavalla ta-
valla:



Lause 3.2. [0 € K & Vz (z € K — S(x) € K] implikoi, etti N C K

Lause 3.3. Jos lisiksi tiedetidn, ettd K C N,
niin [0 € K & Vo (ne€ K - n+1¢€ K)|, implikoi, ettd N = K

Joukolla N on tiettyjd ominaisuuksia, joita tarkastellaan seuraavassa kap-
paleessa.

3.2 Luonnollisten lukujen ominaisuuksia

Lause 3.4. Luonnollisten lukujen joukon alkioilla m, n ja p on seuraavat
ominaisuudet:

I. mnCm+1jamem+1.
Josx €m, nitn x € N,

Josm e€n, nitmm+ 1 C n.
Jos m €n jan € p, nitn m € p.
né¢n

Josm+1=n-+1, nuin m =n.

NS G e e

m C n jos ja vain jos m € n tair m = n.
8. mCn tain Cm.

Todistus. 1. Maé#ritelmén 3.1 nojalla m + 1 = m U {m}, josta n&hd&én
suoraan, ettd m € m + 1 sekd m C m + 1.

2. Olkoon K ={neN|Vn(zren—xeN)}sekine Kjazen+ 1
Koska n+1 = nU{n}, saamme kaksi tilannetta: joko = € n tai x € {n}.
Jos x € n, niin z € N, silli n € K. Jos x € {n}, niin x = n jolloin
x € N. Siispd n € K implikoi, ettd n + 1 € K eli Lauseen 3.3 nojalla
kohta 2 on osoitettu.

3. Todistus tapahtuu induktiolla. Logiikan nojalla viédrastd viitteestad voi
seurata mita vain, joten vaite

mel—-m+1CO0

on tosi. Oletetaan, ettd ehdosta m € n seuraa, ettd m + 1 C n. Olkoon
nyt m € n + 1. Télloin M&éritelmén 3.1 nojalla m € n U {n}, eli
m € n tai m € {n}. Jos m € n, todistus seuraa vilittomésti induktio-
oletuksesta. Jos m € {n}, niin m = n. Talldin myés m +1 = n + 1
joten m+1Cn+1.



4. Olkoot m € n jan € p. Nyt kohdan 1 nojalla n C n+1 joten m € n+1.
Koska n € p, niin kohdan 3 nojallan+1 C pjoten m € n+1 C p
jolloin m € p.

5. Osoitus tapahtuu induktiolla. Selvisti ) ¢ () eli 0 ¢ 0. Oletetaan, etté
n ¢ n. On osoitettava, ettd S(n) ¢ S(n).

Tehd4 vastaoletus ja oletetaan, ettd S(n) € S(n). Télloin Madritelméin
3.1 nojalla n U {n} € n U {n}. Téstd saadaan kaksi tapausta: joko
nU{n}entainU{n} € {n}.

Koska n € nU{n}, ensimméiisesta tapauksesta saadaan n € nU{n} € n,
jolloin n € n, miké on ristiriita induktio-oletuksen kanssa.

Koska n U {n} € {n}, pitee n U {n} = n. Tilloin toisesta tapauksesta
saadaan n € n U {n} = n jolloin n € n miki on ristiriidassa induktio-
oletuksen kanssa.

Téten vastaoletus kumoutuu ja alkuperiinen véite on tosi. Siis S(n) ¢

S(n).

6. Olkoon m + 1 = n + 1. Mééritelmén 3.1 nojalla m + 1 = m U {m} ja
n+1=nU{n}. Nyt Aksiooman 2.6 nojalla, koska m +1 = n + 1,
on néiden alkioiden oltava samat. Talloin pétevit sekd m € n U {n}
ettd n € m U {m}. Ensimmaéisestid seuraa, ettd m € n tai m = n ja
jalkimmaisesta, ettd n € m tai n = m. Naista ainoa mahdollinen tapaus
on, ettd m = n ja n = m, silla muut tapaukset johtavat ristiriitaan
kohdan 5 nojalla.

7. <" Jos m = n, niin m C n. Jos m € n, niin kohdan 3 nojalla m+1 C n
ja kohdan 1 nojalla m C m + 1 eli m C n.

=" Olkoon K = {n € N | m Cn — [m € nVm = n|}. Riittdd
osoittaa, etti K = N. Nyt 0 € K, silli m C 0 = ( implikoi, etté
m = () = 0. Oletetaan, etti n € K jaetti m C n+1 = nU {n}.
Jos m ¢ n, niin n € m ja kohdan 3 nojalla n + 1 C m seké oletuksen
mukaan m Cn+1lelim=n+1.Josm Cn, niinm € n taim=mn
koska n € K. Molemmissa tapauksissa m € n U {n} = n + 1 joten
n+1¢€ K. Siis 0 € K ja oletuksesta n € K seuraa, etti n + 1 € K,
joten induktion nojalla K = N miki osoittaa viitteen.

8. Olkoon K ={m €N | Vn € N (n ¢ m — m C n)}. Aluksi osoitetaan,
ettd K = N. Nyt 0 € K silld 0 = () C n kaikilla luonnollisilla luvuilla
n. Oletetaan, ettd m € K ja osoitetaan, ettd m+1 € K. Olkoon n € N
sellainen, ettd n ¢ m + 1 = m U {m}. Télléin n # m jan ¢ m.



Kuitenkin, koska m € K ja n ¢ m, niin m C n. Koska m C n ja
m # n, kohdan 7 nojalla m € n, josta kohdan 3 nojalla m +1 C n.
Siispéd ehdosta m € K seuraa, ettd m + 1 € K, joten induktion nojalla
K = N. Seuraavaksi oletetaan, ettd n, m € N. Jos n C m, todistus on
selvi. Jos n ¢ m, kohdan 7 nojalla voidaan todeta, ettd n ¢ m. Koska

m € N = K, saamme m C n.
m

Lauseesta (3.4) seuraa lisaksi vélittomésti, ettd jokainen luonnollinen lu-
kun =1{0,1,2,...,n—1}. Erityisesti luku 0 kuuluu sen nojalla luonnollisiin
lukuihin, silld 0 = (). Kuitenkaan merkinta {0, 1,2,...,n—1} ei kuulu joukko-
opin formaaliin merkintitapaan, silli saman ilmaiseminen vaatisi drettomaén
monta lausetta, yhden jokaista luonnollista lukua kohti. Niin ollen on jirke-
vampi kiyttda intuitiivista merkintdtapaa eli kirjoittaa vain n. Esimerkiksi
on paljon helpompaa kirjoittaa 3 kuin {0, 1,2}. Lauseen (3.4) avulla voimme
myo6s maarittad luonnollisten lukujen m ja n suuruusjirjestyksen seuraavasti:

Maaritelma 3.3.
m < n jos ja vain jos m € n

ja
m < n jos ja vain jos m C n.

Maadritellddn induktion avulla luonnollisten lukujen laskutoimitukset, eli
summa ja tulo:

Maaritelma 3.4. Luonnollisten lukujen summa méaaritelldan
m+0=m; m+ S(n)=95(m+n).
Luonnollisten lukujen fulo méaritelldan
m0 = 0; mS(n) = (mn) + m.
Summa méérittelee, mitd on m+S(n), mutta se ei kerro, mita on S(m)+n.

Lause 3.5. Luonnollisille luvuille m ja n péitee: S(m) +n =m+ S(n).

Todistus. Tapahtuu induktiolla. Nyt S(m)+0 = S(m) = S(m+0) = m+S5(0)
Maéritelmén 3.4 nojalla. Oletetaan, ettd S(m) +n = m + S(n). Osoitetaan,
ettd S(m) + S(n) = m + S(S(n)). Mééritelmén 3.4 nojalla

S(m) + S(n) = S(S(m) + n)



josta induktio-oletuksen nojalla saadaan
S(S(m)+n) =S(m+ S(n)).
Tastéd edelleen Médritelmén 3.4 nojalla
S(m+ S(n)) =m+ S(S(n)).
Siis véite on osoitettu. O

Kokonaislukuja varten osoitetaan vield luonnollisten lukujen summan
kommutatiivisuus ja assosiatiivisuus:

Lause 3.6. Luonnollisille luvuille n,m ja p pdtee:
(m+n)+p=m+(n+p)
Todistus. Tapahtuu induktiolla. Olkoot m,n ja p luonnollisia lukuja. Nyt
(m+n)+0=m+n=m+ (n+0)
on totta. Oletetaan, etté
(m+n)+p=m+(n+p)

on voimassa. Todistetaan, ettd (m + n) + S(p) = m + (n + S(p)). Talloin
Maéaritelméan 3.4 nojalla

(m+n)+S(p) =S(m+n)+p).
Induktio-oletuksen nojalla taas saadaan
S((m+n)+p) = S(m+ (n+p)),
josta edelleen Maaritelméan 3.4 nojalla
Sim+ (n+p))=m+Sn+p)=m+ (n+S(p)).

Siis luonnollisten lukujen summa on assosiatiivinen.



Lause 3.7. Luonnollisille luvuille n ja m pdtee: m +n =n + m.

Todistus. Tapahtuu induktiolla n:n suhteen. Induktioaskeleessa on osoitetta-
va, ettd m + 0 = 0 +m. Tama tapahtuu induktiolla m:n suhteen.

Selvésti 0 +0 = 0 + 0. Oletetaan, ettd m 4+ 0 = 0 + m. Osoitetaan, etté
S(m)+0=0+ S(m). Nyt Lauseen 3.5 nojalla

S(m) +0=m+ S(0),
jolloin Maéaritelmén 3.4 nojalla

m+S(0) = S(m+0).
Tastéd saadaan induktio-oletuksen nojalla

S(m+0) =S50+ m)
ja edelleen Méairitelmén 3.4 nojalla

S(0+m) =0+ S(m).

Siispd induktioaskel on osoitettu todeksi.
Oletetaan nyt, ettd m-+n = n+m ja osoitetaan, ettd m+S(n) = S(n)+m.
Nyt Madritelmén 3.4 nojalla

m+ S(n) = S(m+n),
josta induktio-oletuksen nojalla
S(m+n)=S(n+m)
ja lopuksi Maéaritelmén 3.4 ja Lauseen 3.5 nojalla
S(n+m) = 8(n)+m.
Siis luonnollisten lukujen yhteenlasku on kommutatiivinen. O]

Osoitetaan kappaleen lopuksi vield luonnollisten lukujen supistuslaki, jota
tarvitaan seuraavassa kappaleessa.

Lause 3.8. Luonnollisille luvuille n,m ja p pditee:

m+p=n+p—-m=n
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Todistus. Tapahtuu induktiolla. Nyt m+0 = n+0 — m = n on yhteenlaskun
médritelmén nojalla voimassa. Oletetaan, ettd m+p = n+p — m = n. Viite:
m+ S(p) =n+S(p) - m=n.

Oletetaan, ettd m + S(p) = n + S(p). Talléin Maaritelméan 3.4 saadaan

S(m+p)=S(n+p)
jolloin Lauseen 3.4 kohdan 6 nojalla
m-+p=n-+p.
Tastd saadaan induktio-oletuksen nojalla

m=n.

4 Kokonaisluvut

4.1 Lukujoukon rakentaminen

Kokonaislukuja voidaan esittdd ekvivalenssiluokkina muodossa [(m, n)], mis-
s n ja m ovat luonnollisia lukuja. Intuitiivisesti tdméa lukupari voidaan aja-
tella lukujen erotuksena m — n, mutta erotusoperaatiota ei ole vield méari-
telty, joten se taytyy ensin méaéiritella.

Maaritelma 4.1. Maaritellddn ekvivalenssirelaatio E joukossa N x N seu-
raavasti:
(m,n)E{m’,n') jos ja vain jos m +n' =m' + n.

Esimerkiksi lukuparit (2,3) ja (4,5) ovat relaatiossa, koska 2 +5 =7 =
3+4.

Lause 4.1. Relaatio E on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. 1. Refleksiivisyys. (m,n)E(m,n) selvisti, silla m +n =m +n
on tosi.

2. Symmetrisyys. Oletetaan, ettd (m,n)E(m/,n’). Talloin patee m+n’ =
m’+n. Talléin myos patee m’+n = m+n/, jolloin my6s (m’, n’) E{m, n).
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3. Transitiivisuus. Oletetaan, etta (m,n) E(m/, n') sekd (m/,n') E(m" n").
Talloin pétee, ettd m +n' = m’ + n sekd m’ +n” = m” 4+ n’. Yhtésuu-
ruuksien nojalla

(m + 1)+ (m' + ") = (m' +n) + (m" + )

josta assosiatiivisuuden ja kommutatiivisuuden nojalla saadaan

(m+n")+ @0 +m')=m"+n)+ (1 +m).
Téastd saadaan Lauseen 3.8 nojalla
m+n"=m"+n

josta seuraa, ettd (m,n)FE(m” n").
Taten F on ekvivalenssirelaatio ]

Relaation E avulla saadaan méidriteltyd kokonaislukujen joukko.

Maaritelmi 4.2. Kokonaislukujen joukko Z on relaation E ekvivalenssi-
luokkien joukko, eli Z = (N x N)/E. Kokonaislukuja merkitdén ekvivalens-
siluokkina [(m,n)], missd m ja n ovat luonnollisia lukuja.

Kuten aiemmin todettu, talld hetkelld luonnollisten lukujen erotus, jolla
saadaan madratyksi negatiiviset kokonaisluvut, on vain intuitiivinen merkit-
semistapa. Maaritelliksemme erotuksen, méaritetddn ensin kokonaislukujen
summa.

Miaritelmai 4.3. Kokonaislukujen [(m, n)] ja [(m’, n’)] summa méaritell&én:

[{m, m)] + [(m/,n)] = [{m +m’,n+n)]

Kéyttaen tatd madritelmid madritellddn ryhméteorian avulla kokonais-
lukujen erotus.

Lause 4.2. Joukko Z = (N x N)/E varustettuna operaatiolla + on ryhmd.

Todistus. Aluksi on osoitettava, ettd summa on hyvin méiritelty, eli ekviva-
lenssiluokille madritelty summa ei muutu, jos luokista otetaan eri edustajat
ja summa suoritetaan niilld. On siis osoitettava, ettd jos (m/,n’) € [(m,n)]
ja (p'sq) € [(p, )], niin talloin [(m',n') + (p', ¢)] = [(m, n) + (p, q)].

Jos (m/,n') € [(m,n)] ja (¢/,q") € [(p,q)], tilloin patee (m’,n')E(m,n)
seki (p, ¢') E(p, q), josta ekvivalenssirelaation £ maaritelmén nojalla saadaan
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m+n =m'+n (1)
p+d=p+q (2)
Nyt
<m/’n/> _"_ <p/’q/> — <m/ +p/7n/ _"_ q/>7

jolloin lisdamalla pistepari (m,m), kiyttaméalld Lausetta 3.6 seki kaavaa 1
saadaan

((m+p)+m', (m+n) +¢) = ((m+p)+m',(m" +n) +q).
Kéyttamalld Lauseita 3.6 ja 3.8 saadaan

[((m+p)+m/,m'+ (n+q))]

[{((m+p)+m, (n+¢)+m')]
= [(m+p,n+4)].

Lisdadmaélla pistepari (g, ¢) padstddn muotoon

(m+p,n+qd)+{gq=(m+p)+qn+d)+q.

Kayttamalld kaavaa 2 sekd Lauseita 3.6 ja 3.7 saadaan tésté

((m+p)+a.(n+d)+q)] =[(m+@+d),(n+q + )]
=[{(m+p)+d,(n+q) +q)]

josta Lauseen 3.8 ja Miaritelmén 3.4 pédstddn muotoon

{(m+p) +d,(n+q)+d)] =[(m+p,n+q)]

= [(m,n)] + [(p, )]

Tama osoittaa, ettd yhteenlasku on hyvin méaéritelty.

1. Olkoot m,m/;n ja n' luonnollisia lukuja. Talloin [(m,n)] ja [(m',n')]
ovat kokonaislukuja. Nyt [(m,n)] + [(m/,n')] = [(m + m/,n + n')] ja
koska m, m’,n ja n’ ovat luonnollisia lukuja, myos m+m’ ja n+n’ ovat
luonnollisia lukuja, jolloin [(m + m/,n + n’)] on kokonaisluku. Téten
kokonaislukujen yhteenlasku on bindarinen operaatio.
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2. Olkoot m,m’; m"” ;n,n’ ja n” luonnollisia lukuja. T&lléin (m, n), (m', n’)
ja (m”,n") ovat kokonaislukuja. Nyt

(Lt m)] + L' )] =+ [, ")) =

Taten kokonaislukujen yhteenlasku on assosiatiivinen operaatio.

3. Olkoot m ja n luonnollisia lukuja. Talléin [(m,n)] on kokonaisluku.
Nyt
[(m,n)] +[(0,0)] = [(m + 0,n 4 0)] = [(m, n)]
ja
[(0,0)] + [(m,m)] = [(0 4+ m, 0 + n)] = [(m, n)]

eli alkio [(0,0)] on kokonaislukujen neutraalialkio.

4. On osoitettava, ettd (m,n) + (n,m)E(0,0) joka osoittaa, ettd (m,n)
sekd (n, m) ovat toistensa kidnteisalkiot. Nyt Lauseen 3.7 nojalla pitee
(m+n)+0=(n+m)+0, joka tarkoittaa, etta (m +n,n+m)E(0,0),
josta seuraa, ettd (m,n) + (n, m)E(0,0). TAmi osoittaa, ettd jokaisella
kokonaisluvulla [(m,n)] on kiénteisalkio, ja se on [(n, m)].

]

Edelliselld todistuksella oli tarkoitus helpottaa vihennyslaskun méarit-
telemistd. Koska osoitimme, etti kokonaislukujen kiédnteisalkio —[(m,n)] =
[(n,m)|, voidaan erotus mééritelld seuraavasti:

Maaritelmi 4.4.
[(m,n)] = [{m', )] = [(m,n) + (n,m)]
Lopuksi vield maéaritellidn kokonaislukujen tulo seuraavasti:

Maiaritelmai 4.5.
[(m,n)|[(m/,n")] = [(mm' + nn',mn" +nm')].

Kokonaislukujen tulon ominaisuuksia ei tarkastella téssa tyossa.
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