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Johdanto

Téassé pro gradu -tutkielmassa syvennytdin yhteen ryhméteorian keskeisim-
mista tuloksista ja tarkastellaan aihetta hieman historian valossa. Tarkoituk-
sena on herdttad lukijan mielenkiinto aihepiirid kohtaan ja toisaalta ymmaér-
tad kuinka tassdkin tutkielmassa kéisiteltyyn teoriaan on paésty.

Vaikka matemaattiset madritelmét ja tulokset todistuksineen esitetdin
tissd tutkielmassa varsin sujuvasti, on niiden matka ollut pitkd 1700-luvun
lopulta tdhdn paividn. Ensimmaéinen luku pyrkiikin avaamaan sitd, kuinka
paljon ty6ta ja eri matemaatikoiden panosta kokonaan uuden matematiikan
osa-alueen syntyminen on todellisuudessa vaatinut. Ryhméteorian perustan
luoneelle Evariste Galois’lle annetaan tutkielmassa oma erityishuomio. Luvun
1 ryhméteorian historian lapileikkauksen tekemiseen on kiytetty lahdeteoksia
4] - [7).

Jatkossa siirrytadn kohti ryhméteorian tarkeda tulosta eli kuntalaajennus-
ta. Se antaa meille mahdollisuuden konstruoida kommutatiivisesta renkaasta
kunta sen maksimaalisen ideaalin avulla. Matkalla kuntalaajennukseen kési-
tellidn tarvittavia peruskisitteitd ekvivalenssirelaation, ryhmien, renkaiden
ja kuntien teoriasta. Kuntalaajennusta ja sen taustateoriaa avataan esimer-
kein, jotta sen kdyttomahdollisuudet selkiytyisivat paremmin. Esimerkeissi
kiytetddn pitkalti hyodyksi jadnnosluokkia, mutta kuntalaajennuksesta tar-
jotaan myds erilainen esimerkki Gaussin kokonaislukujen avulla.

Lopuksi kasitelldéin erds toisenlainen laajennus osamédriakunnan muodos-
sa. Tarkoituksena on osoittaa, kuinka kokonaisalueen avulla voidaan konst-
ruoida uusi kuntarakenne. Taméa tapahtuu maarittelemalld uusi relaatio ko-
konaisalueessa ja siihen liittyvit ekvivalenssiluokat laskutoimituksineen. Té-
mén lisdksi esitellddn osamadrdkuntaan liittyvid tuloksia, kuten rationaalilu-
kujen joukon muodostaminen kokonaislukujoukon osaméaédrikuntana, jonka
todistus kiydaan lopuksi ldpi.

Lukijalle on eduksi matemaattisen kisitteiston hallitseminen ja tiedot al-
gebran perusteista. Tutkielman matemaattisen osan tekemiseen on kiytetty
lahdeteoksia [1] — [3].



1 Ryhméteorian historiaa

Matematiikan historia on tdynné mielenkiintoisia yksityiskohtia, kuten min-
ki tahansa aiheen historia. Matematiikka tieteend on hyvin konstruoivaa ja
harvemmin innovaatiot ovat syntyneet yhden henkilon tai ryhmén toimesta.
Néiden innovaatioiden taakse kitkeytyy lukuisia matemaatikoita mita erilai-
sempien tarinoiden kera. Kuten seuraavissa kappaleissa kerrotaan, ryhmé-
teoria on kehittynyt vuosikymmenten tutkimustyon tuloksena eri matemaa-
tikoiden tyon tuloksena. Toisaalta esimerkiksi joukko-opin tarina on yksin-
kertaisempi.

Seuraavaksi tutustutaan ryhméteorian taustoihin joukko-opin, ryhméteo-
rian ja abstraktin ryhmaén késitteiden historian kautta.

1.1 Joukko-opin synty

Joukko-opilla on tirked osa ryhméteorian, johon kuntalaajennuskin kuuluu,
synnyssa. Sen historia on erilainen verrattuna moniin muihin matematiikan
osa-alueisiin, silld yleensd matematiikan alueet ovat muotoutuneet pitkalli-
sen tutkimuksen tuloksena, jossa eri ideat ovat kehittyneet lukuisten ma-
temaatikkojen toimesta lopulliseen muotoonsa. Tastd poiketen joukko-oppi
on kiytdnnossd yhden miehen, venildisen matemaatikon Georg Cantorin
(1845 — 1918) tydn tulosta.

Cantor tyoskenteli varhaisvuosiensa aikana lukuteorian parissa ja hén
julkaisi lukuisia artikkeleita lukuteorian aihepiiristd vuosina 1867 — 1871.
Joukko-opin kannalta merkittdvd vuosi oli 1872, jolloin Cantor matkusti
Sveitsiin ja tapasi saksalaisen matemaatikon Richard Dedekindin (1831 —
1916). Cantor ja Dedekind ystavystyivit ja he lahettivit toisilleen lukuisia
kirjeitd vuosien 1873-1879 aikana. Nailla keskusteluilla oli iso rooli Canto-
rin ajatuksien kehittymisessi ja Cantorin siirtymisessi lukuteoriasta trigo-
nometrisiin sarjoihin. Niiden tutkimusten parissa Cantor esitti ensimmaiset
ideansa joukko-opista seka tirkeitd tuloksia irrationaalisista numeroista, joi-
den parissa Dedekind tyoskenteli. Vuonna 1874 Cantorin artikkeli, joka késit-
teli ainakin kahta erilaista darettomyytté, julkaistiin saksalaisen matemaati-
kon August Crellen (1780 — 1855) lehdessd. Tété voidaan pitdd joukko-opin
syntyna.

Seuraavassa kirjoituksessaan Cantor esitteli joukkojen ekvivalenttisuuden
idean ja madaritteli kahden joukon olevan ekvivalentteja eli "omaavan saman
voiman", jos ne voidaan osoittaa yksi yhteen vastaaviksi. Termin "voima"
Cantor omaksui sveitsildisen matemaatikon Jakob Steinerin (1796 — 1863)
julkaisuista. Artikkeli julkaistiin Crellen lehdessd. Samaisessa kirjoituksessa
Cantor todisti, ettd joukko R™ on ekvivalentti joukon R kanssa. Niihin ai-



koihin Cantorin ajatuksia alettiin vastustaa niin matemaattisissa piireissi
kuin Crellen julkaisun toimituksessa, joten Cantorin ystdvd Dedekind joutui-
kin suostuttelemaan epardivid Cantoria julkaisemaan kirjoituksensa. Tamé
kirjoitus jai hénen viimeisekseen Crellen julkaisussa.

Vuosien 1879 — 1884 aikana Cantor julkaisi kuusi osaa sisdltdvian tut-
kielman joukko-opista matematiikkaa késittelevissa lehdessd Mathematische
Annalen. Tutkimuksen julkaisua voidaan pitdéd rohkeana, silli Cantorin aja-
tukset kerdsivit yhi suurempaa vastustusta konstruktiivisen matematiikan
nimeen vannovan tiedeyhteison parissa.

Cantor kuitenkin jatkoi ty6taan joukko-opin parissa esitellen uusia méaa-
ritelmid ja antaen néin pohjan kokonaan uudelle matematiikan ajattelulle.

4]

1.2 Ryhmateorian alku

Jos joukko-oppi voidaan maarittdd yhden henkilon aikaansaannokseksi, ryh-
méteorian alkuperdan méiritys on huomattavasti haasteellisempaa. Ryhmé-
teoria on enemman lukuisten eri ideoiden luomus, jotka kumpuavat eri mate-
maattisten osa-alueiden kautta toisiinsa. Kolme merkittdvintd matematiikan
osa-aluetta ryhméiteorian kannalta ovat 1800-luvun alun geometria, 1700-
luvun lopun lukuteoria sekéd algebrallisten yhtdloiden teoria 1700-luvun lo-
pulta aina permutaatioiden tutkimukseen saakka.

Geometriaa on tutkittu matematiikan historiaa tarkasteltaessa todella
pitkddn. Onkin mielenkiintoista tietdd, mité oleellista geometrian tutkimuk-
sessa tapahtui 1900-luvun alussa, niin ettd se vaikutti ryhméteorian syn-
tyyn. Geometria oli alkanut menettad pelkistdin metristd luonnettaan, kun
projektiivisen ja epdeuklidisen geometrian tutkimus lisdantyi. Lisdksi muu-
tos geometrian tutkimisesta n-ulotteisessa avaruudessa teki siitd abstraktia.
Saksalainen matemaatikko August Mo6bius (1790 — 1868) alkoi vuonna 1827
luokitella geometrioita sen perusteella, etti tietyn ryhmén sisilld tietyn geo-
metrian tutkimat ehdot pysyviat muuttumattomina, vaikkei hanelld ollut mi-
tadn tietoa ryhman kisitteestd. Vuonna 1832 sveitsildinen matemaatikko Ja-
kob Steiner (1796 — 1863) tutki aksiomaattisen geometrian kisitteitd, misté
tuli myShemmin osa isometristen kuvausten ryhmén tutkintaa.

Vuonna 1761 sveitsildinen matemaatikko Leonhard Euler (1707 — 1783)
tutki modulaariaritmetiikkaa ja tarkemmin ottaen korkeampaan potenssiin
korotettujen lukujen jakojaannoksid modulossa n. Eulerin tyo ei ymmaérret-
tavasti sisdltdnyt ryhméteorian termejd, mutta hén esitti esimerkin Abelin
ryhmén hajotelmasta aliryhmien sivuluokkien avulla ja todisti, ettd aliryh-
mén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Vuonna 1801 saksalainen matemaa-
tikko Johann Gauss (1777 — 1855) vei Eulerin tutkimuksia vield pidemmélle
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ja teki huomattavan paljon tyotd modulaariaritmetiikan parissa lisdten rei-
lusti Abelin ryhmén taustateoriaa. Han tutki alkioiden kertalukuja ja todisti,
ei kylldkadn téssa asiayhteydessd, etta jokaiselle syklisen ryhmén kertaluvun
jakavalle luvulle on olemassa vastaavan kertaluvun omaava aliryhmé&. Gauss
tutki my6s muita Abelin ryhmid sekd kahden muuttujan toisen asteen yhta-
164 ax? 4 2bxy + cy?, missi a, b, ¢ ovat kokonaislukuja. Gauss tutki niiiden yh-
taloiden kiyttaytymista eri muunnoksilla ja muuttujan vaihdoilla. Han jakoi
yhtélot omiin luokkiinsa ja sitten méaritteli luokkien yhdistimisoperaation ja
osoitti, ettei kolmen luokan yhdistdmisen jéirjestykselld ole vilid. Taméa tun-
netaan nykyisin assosiaatiolain voimassaolona. Itseasiassa Gauss muodosti
adrellisen Abelin ryhmén ja mybhemmin vuonna 1869 saksalainen matemaa-
tikko Ernst Schering (1824 — 1897), joka julkaisi Gaussin tyot, 10ysi perustan
Abelin ryhmille.

Vaikka tdssd tyossd ei tarkemmin késitelld permutaatioita tai algebral-
lisia yhtaloitd, on niiden tutkimuksella tarked osa ryhméteorian synnyssa.
Ryhmaéteorian kannalta merkittdvani voidaan pitda italialaisen matemaati-
kon Joseph-Louis Lagrangen (1736 —1813) aloittamia tutkimuksia siitd, miksi
kolmannen ja neljdnnen asteen yhtélot voidaan ratkaista algebrallisesti. Vaik-
ka Lagrangen tyossid voidaan ndhdd permutaatioiden ryhméteorian alkeita,
Lagrange ei ikind koonnut permutaatioitaan ylos, joten niiden yhteydessa ei
puhuta ryhmista.

Korkeamman asteen yhtédloiden parissa seuraavia merkittavid askeleita
otti italialainen matemaatikko Paolo Ruffini (1765 — 1822), joka ensimmaéise-
né esitti, ettei viidennen asteen yhtélolle ole olemassa algebrallista ratkaisua.
Vuonna 1799 hin julkaisi tyon, jonka perustana toimi Lagrangen varhaisem-
mat tyot, mutta lisdksi Ruffini esitti permutaatioiden ryhmén. Tarkoitukse-
na oli demonstroida viidennen asteen yhtilon ratkaisemattomuus. Tyo sisélsi
sulkeumaominaisuuden, eli assosiaatiolain patemisen permutaatioille. Ruffini
jakoi permutaatioryhménsi kahteen tyyppiin, joista voidaan kiyttdd moder-
nin matematiikan termeja syklinen ryhmaé ja ei-syklinen ryhmaé. Ei-sykliset
ryhmét Ruffini jakoi edelleen kolmeen tyyppiin, joita nykypéivin termeilld
kutsutaan ei-transitiiviseksi ryhméksi, transitiiviseksi ei-primitiiviseksi ryh-
maksi ja transitiiviseksi primitiiviseksi ryhméksi. Ruffinin ty6 viidennen as-
teen yhtélon ratkaisemattomuuden osoittamisessa sisélsi joitain puutteita ja
pettyneend kiinnostuksen puutteeseen tyotddnsa kohtaan, Ruffini julkaisi li-
sda todistuksia. Vuonna 1802 julkaistussa tutkimuksessa hin esitti, ettd per-
mutaatioiden ryhma varustettuna jaottomilla yhtal6illa on transitiivinen, mi-
kéd vei hdanen ymmarryksensd korkeammalle kuin Lagrangen.

Yhtend suurena tekijdnd permutaatioiden teorian kehityksessd pidetain
ranskalaista matemaatikkoa Augustin Cauchya (1789 — 1857). Hén julkai-
si ensimmadisen tutkimuksen liittyen permutaatioihin vuonna 1815. Vuonna



1844 Cauchy julkaisi suurimman tyonsé, jossa perustana oli permutaatioiden
teoria itsessddn. Han esitti tyossddn merkintdtavan permutaatioiden positii-
visille ja negatiivisille potensseille, joka sisélsi potenssin nolla antaman iden-
titeettikuvauksen, méaéritteli permutaation kertaluvun, esitteli syklimerkin-
nan ja kiytti termid "systéme des substitutions conjuguées'ryhmiélle. Cauc-
hy kutsui myos kahta permutaatiota samanlaisiksi, jos niiden syklirakenne
oli sama seké todisti, ettd ne ovat silloin myos konjugoituneita.

Vuonna 1824 norjalainen matemaatikko Niels Abel (1802 — 1829) esitti
ensimmaisen hyviksytyn todistuksen viidennen asteen yhtdlon ratkaisemat-
tomuudelle. Abel hyodynsi todistuksessaan jo aiemmin esitettyja ajatuksia
juurien permutaatioista, mutta hanen tyonsi ei vield tuonut paljon uutta
ryhmaéteorian kehitykseen.

Ranskalainen matemaatikko Evariste Galois (1811 — 1832) teki ldpimur-
ron ryhméiteorian kehityksessd vuonna 1831. Han oli ensimméinen, joka to-
della ymmarsi, ettd yhtdlon algebrallinen ratkaisu oli yhteydessd permutaa-
tioiden ryhmén rakenteeseen. Vuonna 1832 hin huomasi, ettd erdét erikoiset
aliryhmat, joita nykydan kutsutaan normaaleiksi aliryhmiksi, ovat keskeises-
si osassa ongelmaa. Han kutsui ryhmén hajotelmaa aliryhméan sivuluokkiin
"varsinaiseksi hajotelmaksi", jos vasemmat ja oikeat sivuluokkahajotelmat
ovat yhtenevid. My6hemmin hén osoitti, ettd pienimman kertaluvun yksin-
kertainen ei-Abelin ryhmé on kertaluvultaan 60. [5]

Galois eli hyvin poikkeuksellisen elam#n. Han oli erittdin dlykds nuori,
jonka intohimona oli matematiikka. Hinen koulunsa kuvaili hintd ainutlaa-
tuiseksi, oudoksi ja sulkeutuneeksi. Galois’n omat tutkimukset ajoivat koulu-
toiden edelle. Hanen ensimmaéinen matematiikan opettajansa kirjoitti hines-
td seuraavaa: "dlykds, merkittdvia kehitystd, mutta ei riittdvésti tyoskente-
lytekniikkaa". Lausunto kuvastaa hdnen omapéisyyttaan opiskelun suhteen.
Galois'n eldimé kohtasi ensimmaisen tragedian vuonna 1829, kun hénen isén-
sé teki itsemurhan. Galois jatkoi opintojaan ja tutkimuksiaan vaikeimpien
matemaattisten ongelmien parissa. Hianet kuitenkin pidatettiin kahteen ot-
teeseen. Ensimmaéiselld kerralla pidatyksen syynd oli kuningas Ludvig Fi-
lip T uhkaaminen ja toisella kerralla kielletyn uniformun kiytto. Vankilassa
han yritti itsemurhaa toisten vankien onnistuessa estimdin tdmén. Galois
menehtyi myohemmin vain kaksikymmentivuotiaana kaksintaistelussa saa-
miinsa vammoihin, johon todennékéisesti liittyi Stephanie-Felice du Mote,
Galois’n ihastuksen kohde. Kaksintaistelua edeltdvina iltana Galois kirjoitti
ryhmaéteoriaa kisitelleitd muistiinpanoja ja niistd 10ytyy merkinta "tassi esi-
tyksessd on jotain tdydennettidvad. Minulla ei ole aikaa". Vaikka tésta illasta
lilkkkuu liioiteltuja huhuja, joiden mukaan Galois kirjoitti illan aikana kaiken
mitd tiesi ryhméteoriasta, niin juuri ndméa paperit osoittautuivat térkeiksi
vuosia mychemmin.



Galois'n kuoleman jélkeen hénen veljensi kopioi ja toimitti Galois’n ma-
tematiikkaa késittelevit paperit muille matemaatikoille. Galois'n toiveena
oli, ettd esimerkiksi Gauss olisi sanonut oman mielipiteensd hénen tyostéan.
Kuitenkin vasta vuonna 1843 ranskalainen Joseph Liouville (1809 — 1882) sai
kisiinsd ndma paperit. Han ilmoitti Ranskan tiedeakatemialle, ettd Galois'n
papereista oli 16ytynyt lyhyt ratkaisu vanhaan ongelmaan: "jaottoman poly-
nomiyhtilon voi ratkaista radikaalien avulla". Liouville julkaisi ndma muis-
tiinpanot lehdessdén vuonna 1846. Vaikka Liouville ei suoraan tajunnutkaan
kuinka merkittivista asiasta oli kyse, voidaan téita hetked pitdd merkittavi-
nd ryhméteorian kannalta. Galois'n papereissa esittdméé teoriaa kutsutaan
tand pédivani Galois'n teoriaksi. 6]

Vuonna 1851 italialainen matemaatikko Enrico Betti (1823 — 1892) alkoi
julkaista to6itd, joissa permutaatioiden teoria yhdistyi yhtéléiden teoriaan.
I[tseasiassa Betti oli ensimmaéinen, joka todisti, ettd Galois'n ryhmé varustet-
tuna yhtalolld on oikeastaan permutaatioiden ryhmé& moderneilla kisitteilla.

Ryhmaéteoria jatkoi kehittymistddn pienin askelin, mutta vuonna 1849,
ennen Bettin julkaisuja otettiin mahdollisesti merkittavimmét kehitysaske-
leet. Tuolloin englantilainen matemaatikko Arthur Cayley (1821 — 1895) jul-
kaisi artikkelin, jossa hén yhdisti ajatuksensa permutaatioista Cauchyn tyd-
hén. Vuonna 1854 Cayley kirjoitti kaksi artikkelia, jotka ovat merkittavid
niiden abstraktia ryhmaé koskevan kisityksen vuoksi. Tuohon aikaan ainoat
tunnetut ryhmét olivat permutaatioryhmii joten tdmé olikin tdysin uutta
matematiikan aluetta. Cayley mééaritteli abstraktin ryhmén ja esitteli las-
kutaulut, jotka auttoivat abstraktin ryhmén késitteen esittelyssid. Hin myos
huomasi, ettd matriisit ja kvaterniot ovat ryhmié. Vield ilmestyessidin Cay-
leyn artikkelit olivat edelld aikaansa, eivatki ne saaneet paljon vaikutusta ai-
kaan. Cayleyn palatessa aiheeseen vuonna 1878 julkaisemalla nelja artikkelia
ryhmisté, joista yksi oli "ryhmien teoria", aika oli kypsi abstraktin ryhmén
késitteen nousulle matemaattisen tutkimuksen keskioon. Cayley todisti mm.
ettd kaikki darelliset ryhmét voidaan esittdd permutaatioiden ryhméné.

Lukuisat matemaatikot jatkoivat ryhméteorian parissa ja kaikki kulmi-
noitui englantilaisen matemaatikon William Burnsiden (1852 — 1927) vuon-
na 1897 julkaisemaan kirjaan "Aérellisten ryhmien teoria" ja saksalaisen ma-
temaatikon Heinrich Weberin (1842 — 1913) kaksiosaiseen algebran kirjaan,
jotka julkaistiin vuosina 1895 ja 1896. Nama4 kirjat vaikuttivat tulevien suku-
polvien matemaatikoihin tehden ryhméteoriasta ehkd merkittdvimmén teo-
rian 1900-luvun matemaatikoille. [5]



1.3 Abstraktin ryhmén kisite

Moderni mééritelma ryhmélle, joka 16ytyy myos tdmén pro gradu -tutkielman
luvusta 3, on varmasti kaikille matematiikkaa opiskelleille tuttu. Mistd tdmé&
nykydan itsestddn selvd méaaritelma on tullut? Abstraktin ryhmén méaaritel-
mé oli itseasiassa vain pieni sivulinja ryhméteorian kehityksessa 1800-luvulla.

Todetaan alkuun, ettd abstraktille ryhmaélle oli itseasiassa kaksi eri merki-
tystd vuosien 1905 ja 1955 vililld. Ensimmaiisen mukaan ryhmé mééariteltiin
neljin aksiooman kautta, kuten nyky#ddn. Toisen mukaan ryhmé mééritel-
tiin generaattoreiden ja relaatioiden kautta. Téassd kappaleessa tutustutaan
ensimmaisen merkityksen kehitykseen.

Abstraktin ryhmén késitteen syntyminen oli erittdin hidas prosessi. Sen
juuret ulottuvat Galois’n ja Cauchyn ty6hon ja yhteydenpitoon. Galois méa-
ritteli ryhmén vuonna 1832, vaikka se julkaistiinkin vuosia myShemmin Liou-
villen toimesta, kuten tiedimme. Ensimmaéinen versio Galois'n tarkedsta yh-
talon algebrallisen ratkaisun sisdltdvista tutkimuksesta oli jatetty Ranskan
tiedeakatemiaan jo vuonna 1829. On 16ydetty todisteita tiedeakatemian ar-
kistoista, ettd Cauchy yritti suostutella Galois’ta vetdméaén tutkimuksensa
takaisin ja tuomaan uuden version siitd vuoden 1830 Grand Prixiin. Tiede-
tdan myos, ettd Galois antoi uuden version tutkimuksestaan ranskalaiselle
matemaatikolle Joseph Fourierille (1768 — 1830), jotta hin harkitsisi sita
Grand Prixiin vuoden 1830 maaliskuussa. Fourier kuitenkin menehtyi pian
tdman jilkeen ja Galois’n artikkeli katosi samoihin aikoihin. Sitd ei siis iki-
na otettu huomioon Gran Prixin voittajaa valittaessa. Palkinto myonnettiin
sekd Abelille postuumisti ettd Jacobille heindkuussa 1830.

Ranskalainen matemaatikko Siméon Poisson (1781—1840) kuitenkin pyysi
Galois’ta jattaméaan kolmannen version tyostadn akatemialle ja tyo jatettiin
17. tammikuuta 1831. Poisson arvosteli tdmén version ja hylkési sen, mutta
kirjoitti siitda myo6tdmielisen raportin. Galois oli todistanut tulokset yleisesti,
mutta artikkelissa késiteltiin vain yhtiloita joiden aste oli alkuluku. Poisson
ei ymmartianyt artikkelia ja ehdotti perustelujen viemista vield pidemmalle.
Héanelle oli episelvdd kuinka Galois luokitteli radikaalien avulla ratkeavat
yhtalot.

Piiva ennen kohtalokseen koitunutta kaksintaistelua, Galois’n kirjoitta-
mista muistiinpanoista 16ytyy merkinté, ettd: "jos erds ryhmé sisdltdd subs-
tantit S ja T, sitten se sisdltdd myoOs substantin ST". Galois kiytti hyvin
laajasti ryhmiéd paperissaan, joka kisitteli yhtaloitd, mutta ei antanut niille
mitddn méaritelmid. Ei siis ole ihme, ettei Poisson ymmaértanyt tdysin Ga-
lois’n tyoté, silla se sisilsi monia tarkkoja laskuja ryhméssé, ennen kuin koko
kisitetta oli edes médritelty.

Vuosi ennen kuin Liouville julkaisi Galois’'n paperit, eli vuonna 1845,



Cauchy antoi ryhmaélle oman méaéaritelménsi. Han tutki substantteja (Cauc-
hyn nimitys permutaatioille), joissa oli n kappaletta kirjaimia z,y, z, ... ja
méaritteli johdetuiksi substanteiksi kaikki ne, jotka voidaan muodostaa ker-
tomalla néitd substantteja keskendin missd tahansa jarjestyksessia. Myohem-
min han kutsui substanttien joukkoa yhdessa johdettujen substanttien kans-
sa "substanttien konjugaattisysteemiksi". Jonkin aikaa n#ita kahta identtistd
konseptia, ryhméaé ja substanttien konjugaattisysteemid, kiytettiin yhta ai-
kaa. Vuodesta 1863 alkaen termistd ryhmé tuli standardi nimitys, kun rans-
kalainen matemaatikko Marie Jordan (1838 — 1922) kirjoitti arvostelun Ga-
lois'n tyostd. Termi vahvistui Jordanin julkaistua padtyonsi ryhméteoriasta,
"Traité des substitutions et des algebraique" vuonna 1870. Kuitenkin Cauc-
hyn termin "substanttien konjugaattisysteemi" kdytto jatkui 1880-luvulle as-
ti.

Herdd kysymys, kuinka paljon Cauchy sai vaikutteita omaan ryhmén
méadritelméainsi Galois'n tyosta? Tiedetddn, ettd han oli nahnyt Galois'n pa-
perit Ranskan tiedeakatemiassa, mutta ne eivit sisidltdneet tarkkaa ryhmén
maaritelméa. Toisaalta, hinen taytyi olla vihintdin tiedostamattomasti ot-
tanut vaikutteita Galois'n tyostd. Sekd Galois ettd Cauchy méaérittelivit ryh-
mén suljettuna omilla tahoillaan. Ténd paivinéd tutut aksioomat assosiatii-
visuus, ykkosalkio ja kidanteisalkio eivit esiinny heidan maaritelmissidan. Ta-
mé johtuu siitd, ettd molemmat tyoskentelivit permutaatioiden parissa, jo-
ten sulkeumaominaisuus oli ainoa vilttdmaton ominaisuus madritelld, muut
seurasivat automaattisesti tastd. Cauchy kirjoittikin 25 artikkelia aiheesta
syyskuun 1845 ja joulukuun 1846 valilla.

Ensimmaéinen, joka yritti antaa abstraktia méiritelméa ryhmélle oli Cay-
ley. Han kirjoitti artikkelin ryhmistd vuonna 1854, joka julkaistiin uudestaan
kahdessa erillisessa julkaisussa vuonna 1878. Vuoden 1854 artikkelissa hin
yritti antaa abstraktia mééritelméda, jossa symboli 6 operoi joukossa (z,y, ...)
siten, ettd 0(z,y,...) = («/, v/, ...), missd alkiot 2/, ¢/, ... ovat alkioiden z,y, ...
funktioita. Cayley maééritteli identiteettisymbolin 1, joka jattda muut alkiot
muuttamatta. Han maaritteli termin ¢ terminé, joka syntyy, kun ensin ope-
roidaan symbolilla € ja sitten symbolilla . Hian my&s merkitsi, ettei fp tar-
vitse olla yhtd kuin pf. Caley my0s vaati, ettd assosiaatiolaki oli voimassa.
Lopuksi hén linjasi, ettd miké tahansa joukko vastaavilla symboleilla, joille
pitee myos se, ettd minki tahansa kahden alkion operaation tulos on joukon
sisalld, on nimeltddn ryhma.

Tamé on tarked yritys ryhmén abstraktille méaritelmélle, mutta silti Cay-
ley ylisuoritti omiin taitoihinsa nahden. Se, mitd hén oli luonut oli hyvin
sekavaa, silld ei ollut ihan selvdi, miksi hdn vaati assosiaatiolain voimas-
saoloa, kun symbolit olivat operaattoreita. Kuten permutaatioille, assosiaa-
tiolain voimassaolo seuraa automaattisesti operaatioille. Maaritelma ei ollut



kaikilta osin kovin onnistunut.

Vuonna 1878 Cayley kirjoitti, ettéd: "ryhmé on mééritelty alkioidensa ko-
koamien lakien pohjalta". Tama ajatus oli perdisin Burnsidelta, saksalaiselta
matemaatikolta Walter von Dyckiltd (1856 — 1934) ja muilta matemaatikoil-
ta. Kirjassaan "Adgrellisten ryhmien teoria" vuonna 1897 Burnside esitti seu-
raavanlaisen méaritelmén: "Olkoon A, B, C, ... operaatioiden joukon edustus,
joka voidaan esittdd samoilla olioilla tai olioiden joukkona." Lisdksi hén olet-
ti, ettd mitka tahansa kaksi operaatiota ovat erilliset siten, ettd ne eivit tuota
samaa vaikutusta. Hin edellytti samoja ominaisuuksia kuin Cayley, eli sul-
keumaa, assosiaatiolakia ja kddnteisalkiota. Kuitenkin tdma madritelma sai
samaa kritiikkid kuin Cayleyn maaritelma. Jos alkiot ovat operaatioita, miksi
niilta pitdd edellyttaé assosiaatiolakia? Hieman outoa on myos se, ettei Burn-
side vaatinut identiteettialkion olemassaoloa, vaikka sen olemassaolo voitiin
padtelld alkion ja kddnteisalkion olemassaolosta ja joukon sulkeutuneisuudes-
ta. Burnside toisti tdsmélleen saman méaaritelman myos toisessa painoksessa
kirjastaan, joka ilmestyi vuonna 1911.

On myo6s merkille pantavaa, ettd Cayley ja Burnside eivit kumpikaan
vaatineet ryhmiltdin darellisyyttd. Méadritelméat antoivat tarkoituksellisesti
mahdollisuuden ddrettémille ryhmille ja Burnside oli erityisesti kiinnostunut
adrettomista ryhmisté.

Tahén asti kiytyd abstraktin ryhmén kehitystd voidaan pitda "englan-
tilaisen koulun" tuotoksena. Seuraavaksi siirrytddn késittelemddn samoihin
aikoihin tapahtunutta ryhméteorian kehitysté, jota voidaan pitdd "euroop-
palaisen koulun" tyoné.

Vuonna 1870 preussilainen (nyk. Puola) matemaatikko Leopold Kronec-
ker (1823 — 1891) antoi mééritelmén ryhmille tdysin eri kontekstissa kuin
aiemmin, eli jadnnosluokkaryhmé lukuteoriassa. Héan tutki erityisesti darel-
listd joukkoa, missd mistd tahansa kahdesta alkiosta voidaan tietylld meto-
dilla muodostaa kolmas alkio. Hin myd6s edellytti, ettd kommutatiivisuus ja
assosiaatiolaki ovat voimassa. Taman lisdksi oli voimassa, ettd 60" £ 6’0"
jos 0" # 6", Kroneckerin tyo osoittautui erilliseksi kehitystyoksi, sillad han ei
sitonut sitd aiemmin ilmestyneeseen ryhmien parissa tehtyyn tyéhon. Kuiten-
kin, saksalainen matemaatikko Heinrich Weber (1842 — 1913) antoi vuonna
1882 hyvin samanlaisen méiritelmén kuin Kronecker, mutta hin linkitti sen
ailemmin tehtyyn tyohon ryhmien parissa.

Weber méiritteli ryhméan astetta h ja aivan kuten Kronecker jaannos-
luokkien parissa, joukko oli direllinen. Han vaati, ettd kahdesta systeemin
alkiosta voidaan muodostaa kolmas systeemin alkio, siten ettd seuraavat lait
patevit: (0,6,)0, = 0,.(050,) = 0,050, ja jos 06, = 66, niin 6, = O,. Varsinkin
ensimmaisessi ndhdadn selkeitd yhteneviisyyksid modernin ajan assosiaatio-
lain méaritelmaan.
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My6s Weberin méaaritelméssa voidaan nahda lievia selkeyden puutteita.
Hén itseasiassa madritteli puoliryhmén (ryhmé, joka on suljettu ja assosiaa-
tiolaki on voimassa) varustettuna yhteisen tekijan ottamisella. Lisiksi m&é-
ritellessdan ryhméan darelliseksi, se takaa ykkosalkion ja kd#nteisalkioiden
olemassaolon. Weber itse osoitti, ettei méadritelméa toimi darettomille systee-
meille kuuluisassa kirjassaan "Lehrbuch der Algebra", joka julkaistiin vuonna
1895. Hén osoitti, ettd médritelmé toimii vain Adrellisille ryhmille ja ddret-
tomille ryhmille vain, jos kiénteisalkiot méaritellddn selvisti.

Abstraktin ryhmén késite jatkoi kehittymistddn 1900-luvulla englantilai-
sen ja eurooppalaisen tutkimustyon yhdistyessda. Kappaleessa mainittujen
matemaatikkojen ty6, kuten Weberin, vaikuttivat vield pitkddn ryhméteo-
rian kehittymiseen lopulta saaden nykyisen modernin muotonsa. |7]
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2 Ekvivalenssirelaatio

Jotta padstiisiin niin sanotusti maaliin asti, tdytyy ldhted perusteista liik-
keelle. On tarkedd ymmartaa ekvivalenssirelaation méaritelma ja ekvivalens-
siluokilla laskeminen, jotta ymmarrettiisiin tulevia maaritelmid paremmin.

2.1 Ekvivalenssirelaation teoria

Siirrytddn ekvivalenssirelaation ja -luokan maaritelmaén.

Ma&Aritelmi 2.1.1. Joukon A binédérinen relaatio R on ekvivalenssirelaatio,
jos

1. xRz aina, kun = € A. Tatd ominaisuutta kutsutaan refleksiivisyydeksi,
eli jokainen joukon A alkio on relaatiossa itsensi kanssa.

2. Jos xRy, niin yRz aina, kun z,y € A. Tétd ominaisuutta kutsutaan
symmetrisyydeksi, eli jos alkio x on relaatiossa alkion y kanssa, taytyy
my6s alkion y olla relaatiossa alkion x kanssa.

3. Jos xRy ja yRz, niin xRz aina, kun z,y,z € A. Tétd ominaisuut-
ta kutsutaan transitiivisuudekst, eli jos alkio x on relaatiossa alkion y
kanssa ja alkio y on relaatiossa alkion z kanssa, tdytyy myds alkion x
olla relaatiossa alkion z kanssa.

Jos R on ekvivalenssirelaatio ja a € A, niin joukkoa
la] = {x € A|zRa}
sanotaan alkion a mddraamaksi ekvivalenssiluokakss.

Esitellddn lopuksi kaksi hyodyllistd lausetta ekvivalenssirelaatioon liit-
tyen.

Lause 2.1.2. Jos R on ekvivalenssirelaatio, niin aRb jos ja vain jos [a] = [b].

Lause 2.1.3. Jos R on joukon A ekvivalenssirelaatio, niin kaikkien ekviva-
lenssiluokkien yhdiste, eli unioni, on koko joukko A. Lisdksi, jos [a] # [b],
niin [a] N [b] = 0.
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3 Ryhmat

Jotta padstiin méidrittelemidn renkaiden kuntalaajennus, tarvitaan esitie-
toja, kuten ryhmén ja renkaan méaritelmét. Ryhmai, rengas ja kunta muo-
dostavat ketjun, jossa mairitelmét taydentivit toisiaan.

3.1 Ryhmien teoria

Maéaritelladn nyt jdannosluokat.

Maaritelma 3.1.1. Kokonaislukujen joukossa Z mééritellyn ekvivalenssire-
laation
TRy < x =y (mod m) < m|x—y

ekvivalenssiluokkia kutsutaan jdannosluokiksi modulo m. Luvun y maaraé-
méstd jadnnosluokasta modulo m kiytetddn merkintad

Y] = {z € Zx = y(m)}
={x € Zlx =y+ km}.

Kaikki erilliset jaédnnosluokat (mod m) ovat [0], [1], [2], ..., [m — 1]. Tést4 jou-
kosta kdytetddn merkintdd Z,, = {[0],[1],[2], ..., [m — 1]}.

Maiaritelma 3.1.2. Jiadnnosluokkaa [a] (mod m) sanotaan alkuluokaksi mo-
dulo m, mikili syt(a,m) = 1. Alkuluokkien joukkoa merkitdin Z7 .

Jadnnosluokat tulevat olemaan olennaisessa asemassa mitd pidemmélle
menndan ryhmien teoriaa, kuten myos renkaiden ja kuntien teoriaan tultaes-
sa. Onkin syyté kiyda lapi jadnnosluokkien avulla laskeminen.

Josz =a(m)jay =0b(m),niin r+y = a+b (m). Edelleen, jos x = a (m)
jay=0b (m), niin x -y =a-b (m). Niin ollen

[a] + [b] = a + 8] ja
[a] - [b] = [a - b].

Nyt kun on madaritelty jadnnosluokat ja niiden véliset laskutoimitukset,
voidaan siirtyd kohti ryhmén méaritelmaa.

Maédritelmi 3.1.3. Olkoot G # () ja (%) joukon G operaatio. Pari (G, *) on
ryhmd, mikali seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Operaatio (%) on binddrinen, eli a * b € G aina, kun a,b € G.
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2. Operaatio (%) on assosiatiivinen eli
(axb)xc=ax(bxc)
aina, kun a,b,c € G.
3. Joukossa G on sellainen alkio e, ettd
axe=exa=a

aina, kun a € G. Alkiota e kutsutaan ryhmén neutraali- eli ykkdsal-
kioksi.
4. Aina, kun a € G, on olemassa sellainen alkio a=! € G, etti
~1 —1

a*xa =a *xa = €.

Alkiota o~ ! kutsutaan alkion a kddnteisalkioksi.

Jos liséiksi (G, %) toteuttaa ehdon

5. axb=bxa aina, kun a,b € G eli operaatio (%) on kommutatiivinen,
niin kyseessd on Abelin ryhmd eli kommutatiivinen ryhmd.

Seuraava lause osoittaa, ettd esimerkiksi seuraavat parit ovat Abelin ryh-
mia.

Lause 3.1.4.
1. Pari (Z,+) on Abelin ryhmd, kun taas pari (Z,-) ei ole ryhmd.
2. Pari (Zy,+) on Abelin ryhma.
3. Pari (Z},,-) on Abelin ryhmd.

Jatkon kannalta hyodyllisid ovat myos aliryvhmén ja tekijaryhméan mééri-
telmét, joihin tutustutaan seuraavassa kappaleessa.

3.2 Tekijaryhma

Tekijaryhméaa varten tarvitaan hieman lisdd ryhmien tarkastelua. Ensimmai-
send taytyy médaritelld ryhméan aliryhma.

Maésritelméi 3.2.1. Olkoon (G, *) ryhmé ja H C G ja H # (). Jos (H,*) on
ryhmé, sitd kutsutaan ryhmdn (G, *) aliryhmdksi, jota merkitddn (H,x*) <
(G, %) tai lyhyemmin H < G.
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Aliryhmiin liittyvéat oleellisesti myo6s sivuluokat.
Maaritelma 3.2.2. Olkoon H < G ja a € G. Joukkoa
aH=axH ={axh|he H}

sanotaan alkion a mdaradmdksi aliryhmdan H vasemmaksi sivuluokakst.
Vastaavalla tavalla méaritellidn myos alkion a mddraimd aliryhman H
otkea sivuluokka

Ha=H=+a={hxal he H}.

Ryhmii tarkasteltaessa ja tunnistettaessa erittédin kiyttokelpoinen on Lag-
rangen lauseena tunnettu tulos.

Lause 3.2.3. (Lagrangen lause) Olkoon G ddrellinen ryhmd, H < G ja n
aliryhmdn H vasempien sivuluokkien lukumddrd ryhmdssa G. Tdlloin

G| = n|H|,
ts. adrellisessd ryhmdssd aliryhmdn kertaluku jokaa ryhmdan kertaluvun.

Lagrangen lauseen lisdksi toinen tapa tutkia mahdollisia aliryhmia saa-
daan seuraavasta lauseesta.

Lause 3.2.4. Olkoon (G,*) ryhmd ja H C G, H # (. Talloin H < G, jos
ja vain jos ehdosta a,b € H seuraa axb~' € H.

Aliryhmén méaritelméa voidaan laajentaa vield sivuluokkien kautta nor-
maalin aliryhmén méaéritelmain.

Maiaritelmi 3.2.5. Olkoon N < (. Aliryhm#d N sanotaan normaaliksi,
mikéli aN = Na aina, kun a € GG. Tall6in merkitadn N < G.

Kun N < G, niin aliryhman N vasempien sivuluokkien vililld voidaan
madritelld operaatio seuraavasti:

alN - bN = abN.

Normaalin aliryhmén ja sivuluokkien avulla saadaan matkalla kuntalaa-
jennukseen erittain tarkea tulos.

Lause 3.2.6. Olkoon G ryhmd ja N < G. Tdlloin ({aN| a € G},-) on
ryhmd.

Tamén tuloksen perusteella voidaan maarittad tekijaryhmaé.

Maiédritelma 3.2.7. Paria ({aN|a € G},-) kutsutaan ryhmdn G tekijiryh-
mdaksi normaalin aliryhmdn N suhteen. Kyseisestd ryhmésti kiytetdan mer-
kintad G/N.
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4 Renkaat

Kun ryhmén mééritelmé on kisitelty, voidaan sen méiritelméi hieman laa-
jentaa. Ottamalla mukaan yksi operaatio lisdd, saadaan rengas. Késitellaan
siis seuraavaksi renkaiden teoriaa.

4.1

Renkaiden teoria

Mééritelma 4.1.1. Olkoon R epétyhja joukko. (R, +,-) on rengas, jos seu-
raavat ehdot toteutuvat:

1.

(R,+) on Abelin ryhmaé:

- Operaatio (+) on joukon R bin#érinen operaatio, eli a + b € R aina,
kun a,b € R.
- Operaatio (+) on assosiatiivinen, eli

(a+b)+c=a+b+c=a+(b+c)

aina, kun a,b,c € R.
- Joukko R sisdltdd nolla-alkion Og, eli

a—l—OR:OR—i-a:a

aina, kun a € R. Nolla-alkio O on joukon R neutraalialkio operaation
(+) suhteen.
- Aina, kun a € R, sille on olemassa vasta-alkio —a € R, eli

a+(—a)=—a+a=0g.

Vasta-alkio on kédnteisalkio operaation (+) suhteen.
- Ryhmén R téytyy olla kommutatiivinen operaation (+) suhteen, eli
a+b=>b+ a aina, kun a,b € R.

. (R, ) on monoidi:

- Operaatio (-) on bindérinen operaatio joukossa R, eli a -b € R ai-
na, kun a,b € R.
- Operaatio (-) on assosiatiivinen, eli

(@-b)-c=a-b-c=a-(b-c)
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aina, kun a, b, c € R.
- Joukko R siséltdéd ykkosalkion 1g, eli

a-lp=1gp-a=a

aina, kun a € R. Ykkosalkio 1 on joukon R neutraalialkio operaation
(+) suhteen.

3. Joukon R alkioille pitee seuraavat osittelulait:
a-(b+c)=a-b+a-cja
(a+b)-c=a-c+b-c
kaikilla a, b, c € R.

Rengas on kommutatiivinen, jos se on kommutatiivinen kertolaskun (-) suh-
teen, eli a - b =10- a kaikilla a,b € R.

Seuraavat kolmikot ovat myo6s kommutatiivisia renkaita.
Lause 4.1.2.

1. Kolmikko (Z,+,-) on kommutatiivinen rengas.

2. Kolmikko (Zp,+,-) on kommutatiivinen rengas.

Kuten ryhmille voidaan mééritelld aliryhmé, myos renkaille voidaan méaa-
ritelld alirengas.

Maédritelmi 4.1.3. Olkoot (R,+,-) rengas ja ) # S C R. Jos (S,+,")
on rengas ja silld on sama ykkosalkio kuin renkaalla R, niin sitd kutsutaan
renkaan R alirenkaaksi.

Alirenkaan tunnistamiseksi ei valttamatta tarvitse kidiyda lapi kaikkia ren-
kaan ehtoja. Seuraava tulos helpottaa alirenkaiden 16ytamista.

Lause 4.1.4. (Alirengaskriteeri) Renkaan (R, +,-) osajoukko S # 0 on ren-
kaan R alirengas jos ja vain jos seuraavat ehdot pdtevdt:

1. Jos a,b e S, niin a+ (—b) € S.
2. Jos a,be S, niin ab € S.
3. 1p€ 8.

Renkaille voidaan mééaritelld myos erds toinen osajoukko, joka on térkeés-
sd osassa kuntalaajennusta.
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Mairitelma 4.1.5. Renkaan (R, +,-) epétyhjd osajoukko I on ideaali, jos
L (I,+) < (R, +).
2.r-ac€ljaa-relkaikillaael jareR.

Ideaali I on aito ideaali, jos I # R.
Seuraava tulos kertoo, milloin ideaali on itseasiassa koko rengas.

Lause 4.1.6. Olkoon (R,+,-) rengas ja I sen ideaali. Jos renkaan ykkosalkio
l1el, nun I =R.

Keskenéddn erilaisille ideaaleille saadaan myos hyddyllinen tulos, jonka
mukaan niiden summa ja leikkaus on aina uusi ideaali.

Lause 4.1.7. Jos I ja J ovat renkaan R ideaaleja, niin talléin myds niiden
leikkaus INJ ja summa [+ J={a+blacl,be J}

ovat ideaaleja.

Ideaaleja voi olla erilaisia ja niitd voidaan myos mééaritelld tietyn gene-
raattorin mukaan.

Méiritelma 4.1.8. Jos (R, +,-) on rengas ja a € R, niin suppeinta ideaa-
lia, joka sisdltdd alkion a, kutsutaan alkion a generoimaksi padideaaliksi ja
sitd merkitdén (a). Alkion a generoima péidideaali on siis kaikkien sellaisten
ideaalien leikkaus, jotka sisiltévit alkion a.

Padideaali voidaan méaritellda myos toisella, hieman eksaktimmalla taval-
la.

Maaritelma 4.1.9. Ideaalia P kutsutaan alkion a generoimaksi piiideaa-
liksi, mikéli

1. ae P.

2. Jos ideaali [ sisdltaa alkion a, niin P C [.
Télloin merkitdan P = (a).

Padideaaleille saadaan my0s seuraavanlainen tulos.

Lause 4.1.10. Jos (R, +,+) on kommutatiivinen rengas ja a € R, niin
(a) = Ra = {ra| r € R}.
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Aidoille ideaaleille on olemassa suurin mahdollinen ideaali, jota isommak-
si ne eivat voi endd kasvaa ilman, etté niistd tulisi itse rengas.

Miéritelmi 4.1.11. Renkaan (R, +, ) ideaali M on maksimaalinen ideaali,
mikali

1. M # R.
2. Jos I on renkaan R ideaali ja M C I C R, niin I = R.
Tarkastellaan ideaaleja vield esimerkin kautta.

Esimerkki 4.1.12. Tarkastellaan kommutatiivista rengasta (Z12, +, -) ja al-
kion [2] generoimaa padideaalia, eli padideaalia ([2]). Kédydéén lapi kaikki ren-
kaan alkiot lauseen 4.1.10 mukaan, jolloin saamme kaikki pédideaalin ([2])
alkiot.

(0] - [2] = [0-2] = [0], [6]-[2] = [12] = [0],
[1] - [2] = 2], [7]- [2] = [14] = [2],
2] - [2] = [4], [8] - [2] = [16] = [4],
3] - [2] = [6], [9] - [2] = [18] = [¢],
[4] - [2] = [8], [10] - [2] = [20] = [8],
[5] - [2] = [10], [11] - [2] = [22] = [10]

Eli pddideaalin ([2]) alkioiksi saadaan {[0], [2], [4], [6], [8], [10]}. Padideaali
([2]) on myds selvisti maksimaalinen ideaali, silld ideaalin mééritelmén no-
jalla (([2]), +) < (Z12,+) ja lagrangen lauseen nojalla aliryhmén kertaluvun
taytyy jakaa ryhmén kertaluku. Nyt |([2])| = 6, eli ideaalia ei voida laajentaa
endd suuremmaksi ideaaliksi tekeméatta siitd joukkoa Z,, jonka kertaluku on
12.

Renkaiden maksimaalisia ideaaleja etsiessd lagrangen lauseen hyodynté-
minen voi joskus osoittautua vaikeaksi. Esimerkiksi ryhmén (Zgg, +) kerta-
luku 99 on niin suuri, ettei kertalukua 3 olevasta ideaalin I muodostamasta
aliryhmésta (I, +) voida suoraan sanoa onko ideaali / maksimaalinen. Tal-
laisia tilanteita varten voi auttaa seuraava tulos.

Lause 4.1.13. Olkoon p alkuluku joka jakaa luvun m. Tdlléin ([p]) on ren-

kaan (Zy,,+, ) maksimaalinen ideaali.

4.2 Tekijarengas

Tekijarenkaan muodostaminen sisiltds samoja elementtejd kuin tekijéryh-
min madritteleminen. Siind missd tekijaryhmit muodostetaan normaalien
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aliryhmien avulla ja nidin saadaan mahdollisuus méaarittaa laskutoimitus si-
vuluokkien joukossa, tdytyy tekijarenkaan kohdalla pystyd maarittdmé&in se-
ki yhteen- ettd kertolasku. Tekijarenkaiden muodostamiseen tarvitaan ide-
aaleja.

Olkoon I renkaan (R,+,-) ideaali, jolloin (I, +) < (R, +). Nyt tiedetiién,
ettd (R,+) on Abelin ryhmi, joten (I,+) < (R,+). Télloin tekijiryhma
(R/I,+) on olemassa. Tekijaryhmén alkioina toimivat sivuluokat r + I =
{r+z| x € I}, missé r € R, ja sivuluokkien yhteenlasku voidaan mééritelld

(ri+1)+(ro+1)=(r1+re) + 1

aina, kun 71,79 € R. Télloin ryhmén (R/I,+) nolla-alkio on 0 + I = [ ja
alkion a + I € R/I vasta-alkio on (—a) + I.

Kuten edelld todettiin, myos sivuluokkien vélinen kertolasku taytyy pys-
tyd madrittaméan. Sivuluokkien vilinen kertolasku méiritelldén siten, ettd

(T1+I)'(7’2+I):(T17’2)+]

aina, kun r1,ry € R. Talloin joukon R/I ykkosalkio on 1+ I.
Nyt edelld maaritellyt laskutoimitukset sivuluokille antavat mahdollisuu-
den tekijarenkaan muodostamiseen.

Lause 4.2.1. Olkoon I renkaan (R,+,-) ideaali ja R/I = {r + I| r € R},
missi r+ 1 ={r+z| x € I}. Talloin (R/I,+,-) on rengas, missi laskutoi-
mitukset (+) ja (+) ovat edelld madritellyt sivuluokkien yhteen- ja kertolasku.

Vastaavasti kuten tekijaryvhméin kohdalla, tdmén tuloksen perusteella voi-
daan méarittiaa tekijirengas.

Miaritelmé 4.2.2. Kolmikkoa (R/I,+,-) kutsutaan renkaan R tekijiren-
kaaksi ideaalin I suhteen.

Todettakoon vield, ettd jos rengas (R, +,:) on kommutatiivinen, myos
tekijarengas (R/I,+,-) on kommutatiivinen.
Tutkitaan tekijarenkaan muodostamista esimerkin avulla.

Esimerkki 4.2.3. Jatketaan kommutatiivisen renkaan (Zis,+,-) parissa.
Esimerkissé 4.1.10. osoitettiin, ettd padideaali ([2]) = {[0], [2], [4], [6], [8], [10] }
on kommutatiivisen renkaan Zi, maksimaalinen ideaali. Lauseen 4.2.1 nojalla
saadaan muodostettua tekijarengas Zo/([2]) = {r + ([2])| r € Z12}.

Tekijérenkaan alkioita ei ole téssd tapauksessa kuin kaksi, Zi5/([2]) =
{[0]+ ([2]), [1] + ([2]) }, silld kaikki renkaan ja ideaalin alkioiden yhteenlaskut
palautuvat naihin:

[0] + ([2]) = {10, [2]; [4], [6], 8], [10]}
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ja
(1] + ([2) = {11, [31, [51, [71, [9], [11]}-
Tekijarenkaan alkiot voidaan esittiaé laskutaulukossa operaation (+) suh-
teen.

+ [0+ (2) 1]+ ([2)
(0] + ([21) | [o] +([2])  [1] +([2])
A+ (2D | [+ (2)) o] + ([2])
Laskutaulukosta ndhd&én, ettd tekijarenkaan nolla-alkio on [0] + ([2]) =
0z,, + ([QD
Vastaavanlainen laskutaulukko voidaan tehdd myos operaation (-) suh-
teen.

- [lop+([2D) (] + ([2])
(0] + ([2]) | [o] +([2]) [0} + ([21)
[+ ((2) [ o1+ ([21)  [1) +([2])
Laskutaulukosta nidhd&én, ettd tekijarenkaan ykkosalkio on [1] + ([2]) =
1z, + ([QD

4.3 Rengashomomorfismi

Renkaan alkioita voidaan kuvata jonkin toisen renkaan alkioiksi sopivan ku-
vauksen avulla. Tdhén tarkoitukseen méadritellddn seuraavaksi rengashomo-
morfismi.

Miiritelmi 4.3.1. Olkoon (R, +, ) ja (R, ®, ®) renkaita. Talloin kuvausta
f : R — R kutsutaan rengashomomorfismiksi, jos se tayttad seuraavat ehdot:

1. f(a+0) = f(a) & f(b) kaikilla a,b € R.
2. f(a-b) = f(a) ® f(b) kaikilla a,b € R.
3. f(1g) =1p.

Nyt kun rengashomomorfismi on maééritelty, voidaan méaritelld rengasi-
somorfismi.

Maéaritelmé 4.3.2. Rengashomomorfismia f : R — R’ sanotaan rengasiso-
morfismiksi, jos f on bijektio. Rengasta R sanotaan isomorfiseksi renkaan
R’ kanssa, jos on olemassa jokin isomorfismi R — R'. Kesken#din isomorfisia
renkaita merkitadn R = R/.

21



5 Kokonaisalue

Tassa luvussa madritellaén uusi renkaan muoto eli kokonaisalue. Kokonaisa-
lue on kommutatiivinen rengas, mutta silld on oma erityisominaisuutensa.

5.1 Kokonaisalueiden teoria

Aluksi taytyy méaaritelld kisite nollanjakaja, josta padstdin kokonaisalueen
maaritelmaan.

Méiaritelmd 5.1.1. Renkaan (R, +, ) nolla-alkiosta eroava alkio a on ren-
kaan R nollanjakaja, jos renkaassa R on sellainen nolla-alkiosta eroava alkio
b, ettd ab = O tai ba = Og.

Maaritelma 5.1.2. Kommutatiivista rengasta, jossa ei ole nollanjakajia,
kutsutaan kokonaisalueekss.

Seuraava lause antaa esimerkin renkaasta, joka on kokonaisalue ja auttaa
tunnistamaan milloin jidnnosluokkarengas on kokonaisalue.

Lause 5.1.3.
1. Rengas (Z,+,-) on kokonaisalue.

2. Jadnnosluokkarengas (Zp,,+,-) on kokonaisalue jos ja vain jos m on
alkuluku.

Kaydaan lapi kokonaisalueen tarkastelua esimerkin avulla.

Esimerkki 5.1.4. Tiedetdén, ettd (Zis,+,-) on kommutatiivinen rengas,
mutta onko se myos kokonaisalue? Kokonaisalueen maéaéritelmén 4.4.2 mu-
kaan, kommutatiivinen rengas on kokonaisalue, jos se ei sisdlla nollanjakajia.
Eli, jos 1oydetdan yksikin nollanjakaja renkaasta, tiedetddn, ettd se ei ole
kokonaisalue.

Nyt [2] # 0z, ja [6] # 0gz,,. Kuitenkin [2] - [6] = [12] = [0] = 0g,,,
eli kommutatiivinen rengas (Zis, +, -) siséltdd ainakin yhden nollanjakajan.
Néin ollen se ei ole kokonaisalue.

Lopuksi kiydadn lapi hyodyllinen lause kokonaisalueita késiteltédessa.

Lause 5.1.5. Olkoon (R, +,-) kokonaisalue ja a € R,a # Og. Tdlloin

ab=ac=0b=cja
ba = ca = b=c.
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6 Kunnat

Tahén asti on kiyty ldpi ryhmén muodostamista laajentaen siti eteenpéin
renkaaksi ja edelleen kokonaisalueeksi. Tassd luvussa kisitteiden laajenta-
mista jatketaan méadritteleméalld kunta.

6.1 Kuntien teoria

Maaritellddn alkuun hydédyllinen merkintdtapa tulevaisuutta ajatellen.

Mééritelma 6.1.1. Olkoon (R, +, ) rengas ja a € R. Kun n on positiivinen
kokonaisluku, niin merkintd na on lyhennetty merkintd summasta a+...+a,
missd alkioita a on n kappaletta. Alkio na on renkaan alkion a n. monikerta.
Ykkosalkiota kiayttden voidaan alkio na esittdd renkaan operaationa, silld
na = (g +...+ 1) -a = (nlg) - a. Negatiivisilla kokonaisluvun n arvoilla
alkio na on alkion —a  |n|. monikerta.

Nyt voidaan siirtyi itse luvun aiheeseen, eli kunnan méaaritelmaén.

Méidritelma 6.1.2. Kommutatiivista rengasta (K, +,-) sanotaan kunnak-
si, mikéli (K \ {Ok},-) on Abelin ryhmé. Ryhméad (K \ {Ok},-) kutsutaan
kunnan multiplikatiiviseksi ryhmdaksi ja ryhmééa (K, +) kunnan additiiviseksi
ryhmdkst.

Avataan tarkemmin kunnan multiplikatiivisen ryhmén ehtoja. Ryhmé
(K,4) on selviisti Abelin ryhmé, koska (K, +,-) on kommutatiivinen ren-
gas ja samasta syysta osittelulait ovat voimassa, eikd niitd ole tarvetta endd
avata.

Ryhmé (K \ {Ox},-) on Abelin ryhmé:

1. Operaatio (-) on bindirinen joukossa K \ {0k}, eli a-b € K \ {0k}
aina, kun a,b € K \ {Ox}.

2. Operaatio (-) on assosiatiivinen, eli
(a-b)-c=a-b-c=a-(b-c)
aina, kun a,b,c € K \ {Ox}.
3. Joukossa K \ {0k} on ykkosalkio 1k, eli
a-1lg =1 -a=a

aina, kun a € K \ {Ox}.
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4. Aina, kun a € K\{Ox}, sille on olemassa kidnteisalkio a™' € K\{0x},
siten ettd

On syytd huomata, ettd tdma ehto on siis voimassa vain, kun joukosta
K otetaan pois sen nolla-alkio O.

5. Operaatio (-) on kommutatiivinen, eli a - b = b - a aina, kun a,b €

K\ {0k}

Kunnan méaritelmaélle saadaan my6s hyodyllinen tulos, joka antaa uusia
mahdollisuuksia kuntien tunnistamiseen.

Lause 6.1.3. Kolmikko (K,+,-) on kunta, jos ja vain jos seuraavat ehdot
toteutuvat:

1. (K, +) on Abelin ryhmd.
2. (K'\{0},-) on Abelin ryhmd.

3. Joukon K alkoille pitee seuraavat osittelulait:
a-(b+c)=a-b+a-cja
(a+b)-c=a-c+b-c
kaikilla a,b,c € K.

Aivan kuten renkaillekin, my6s kunnille voidaan mééritelld kuntahomo-
morfismi ja kuntaisomorfismi.

Miaritelmé 6.1.4. Olkoot (K, +,-) ja (K',&,®) kuntia. Jos on olemassa
kuvaus f : K — K’ niin, ettd se on rengashomomorfismi, on se talloin
kuntahomomorfismi. Jos kuvaus f : K — K’ on lisiéksi rengasisomorfismi,
on se talloin kuntaisomorfismi. Keskendin isomorfisista kunnista kiytetaan
merkintdd K = K'.

Tutkitaan seuraavaksi kommutatiivisen renkaan ja kunnan vilistd suh-
detta esimerkin kautta.

Esimerkki 6.1.5. Edellisissé esimerkeissa kiiytetty joukko (Zq2, +, -) on kom-
mutatiivinen rengas, mutta tayttaako se myds kunnan ehdot? Kaytadnnossi
riittad tutkia onko (Zq2\ {0z,,}, ) Abelin ryhmaé, silld muut ehdot siséltyvit
kommutatiivisen renkaan ehtoihin.
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Tehdéén joukolle Zis \ {0z,,} laskutaulu operaation () suhteen:
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Kuten laskutaulusta selvisti ndhdaéin, operaatio

kossa Z19 \ {0212}, esimerkiksi [4], [6] € Zno \ {0212}
[0] € Z12\{0z,,}, eli (Z12\{0z,,},-) ei ole Abelin ryhm4 eikd (Z;2, +, -) néin

ollen ole kunta.

Nyt kun on késitelty ryhmaén, renkaan ja kunnan teoriaa, voidaan siirtya

itse tutkielman aiheeseen, eli renkaan laajentamiseen kunnaksi.

25



7 Kuntalaajennus

Kuten edellisesséd luvussa nédhtiin, on olemassa kommutatiivisia renkaita, jot-
ka eivit ole kuntia, mutta voisiko olla jokin tapa, jolla niistd voidaan muokata
kunta? Tahén saadaan vastaus seuraavassa kappaleessa.

7.1 Kuntalaajennuslauseen teoria

Kommutatiivisesta renkaasta voidaan aina laajentaa kunta sen maksimaali-
sen ideaalin avulla. Tata tulosta kutsutaan kuntalaajennuslauseeksi.

Lause 7.1.1. (Kuntalaajennuslause) Olkoon (R, +,-) kommutatiivinen ren-
gas ja M renkaan R maksimaalinen ideaali. Tdlloin tekijirengas R/M on
kunta.

Todistus. Koska R on kommutatiivinen rengas, niin my0s tekijarenkaan R/M
taytyy olla kommutatiivinen. Niin ollen tiedetaén, ettda (R/M, +) on Abelin
ryhmé ja osittelulait ovat voimassa. Osoitetaan, ettd (R/M \ {0+ M},-) on
Abelin ryhmaé, jolloin kaikki kunnan ehdot toteutuvat.

Nyt koska R/M on kommutatiivinen rengas, tiedetdin varmasti, ettd as-
sosiatiivisuus on voimassa my0s joukossa (R/M \ {0+ M},-) ja sielta 16ytyy
yvkkdsalkio 1 + M. Bindarisyys ja kddnteisalkion olemassaolo sen sijaan ei-
vit ole itsestddnselvid. Osoitetaan ensin, ettd jokaiselle tekijarenkaan nolla-
alkiosta eroavalle alkiolle 16ytyy kidnteisalkio joukossa R/M \ {0+ M}.

Olkoon a + M € R/M jaa+ M # 0+ M. Téalléin a ¢ 0+ M = M, eli
(a) # M. Lauseen 4.1.7 nojalla M+ (a) on renkaan R ideaali ja M C M +(a).
Koska M on renkaan R maksimaalinen ideaali, niin M + (a) = R ja edelleen
lauseen 4.1.10 nojalla R = M + Ra.

Nyt 1 € Relil € M+ Ra, joten 1 = m + ra joillakin m € M jar € R.
Téll6in tekijarenkaan R/M ykkosalkio voidaan esittdd muodossa

1+M=(m+ra)+M=m+M)+ (ra+ M)
=0+M)+(ra+M)=ra+M=(r+M)-(a+ M).

Koska tekijarengas R/M on kommutatiivinen, niin myos
(a+M)-(r+M)=1+ M.

Niin ollen r + M on alkion a + M kadnteisalkio ja selvasti r + M # 0+ M.
Nyt kun tiedetdan, ettd kidnteisalkio on olemassa, voidaan sen seuraukse-
na osoittaa sivuluokkien tulon bin&érisyys joukossa R/M \ {0+ M }. Olkoon
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a;+ M jaay+ M € R/M \ {0+ M}. Olkoon

Nyt alkiolla as + M on olemassa kidnteisalkio, jolla operoimalla saadaan
(g + M) - (ay+ M) - (ag+ M) =0+ M)-(ag+ M) ",
(i +M)-(1+M)=(0+ M),
(a1 + M) =(0+ M),

miké on ristiriita alkuehdon kanssa, eli kahden alkion tulo joukossa R/M\
{0 + M} ei voi olla nolla-alkio ja néin ollen sivuluokkien tulo on biné#rinen
joukossa R/M \ {0+ M}.

Niin ollen (R/M\{0+M},-) on Abelin ryhma ja tekijarengas (R/M,+, )
on kunta.

O

Kaydadn vield 14pi toinen, hieman perusteellisempi todistus kuntalaajen-
nuslauseelle.

Todistus. Todistetaan, ettd (R/M,+,-) on kunta tutkimalla kunnan ehtojen
tayttyminen.
1. Osoitetaan aluksi, ettd (R/M,+,-) on kommutatiivinen rengas.
Nyt (R/M,+) on Abelin ryhmé, jos

1° Operaatio (+) on bin#érinen joukossa R/M.
Nyt

(ap + M)+ (ag+ M) = (ay +az) + M € R/M,
silli @y + as € R kaikilla (a1 + M), (as + M) € R/M.

2° Operaatio (4) on assosiatiivinen joukossa R/M.
Nyt

(a1 + M) + [(az + M) + (a3 + M)
= (a1 + M) + ((az + az) + M)

= (a1 + (ag +a3)) + M

((a1 + az) +as) + M

(

[

(a1 +az) + M) + (a3 + M)
(a1+M)+(a2+M)]+(a3+M)
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kaikilla (a; + M), (aa + M), (a3 + M) € R/M.

3° Joukossa R/M on nolla-alkio.
Nyt 0 + M on joukon R/M nolla-alkio, silla

O+M)+(a+M)=0+a)+M=a+ M,

(a+M)+0+M)=(a+0)+M=a+M
kaikilla a + M € R/M.

Nolla-alkio on selvisti yksikésitteinen, silld O on renkaan R yksikdsit-
teinen nolla-alkio, jolloin myds 0 + M on yksikésitteinen.

4° Jokaisella joukon R/M alkiolla on vasta-alkio joukossa R/M.
Olkoon a+ M € R/M. Nyt (—a) + M € R/M ja
(a+ M)+ ((=a) + M) = (a+(=a)) + M =0+ M,

(ma)+ M)+ (a+M)=((—a)+a)+ M =0+ M
kaikilla a + M € R/M.

5% Operaatio (4) on kommutatiivinen joukossa R/M.

Nyt

(ay + M)+ (aa+ M) = (a1 +a2) + M
=(ag+a))+M
= (a2 + M) + (a1 + M)

kaikilla (a; + M), (az + M) € R/M.

Kohtien 1° — 5° nojalla (R/M,+) on Abelin ryhma4.
Nyt (R/M,-) on monoidi, jos

1° Operaatio () on bindérinen joukossa R/M.

Nyt
(a1+M)-(a2+M) :a1a2+M€ R/M,

silld ajay € R kaikilla (a1 + M), (aa + M) € R/M.
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2° Operaatio (-) on assosiatiivinen joukossa R/M.
Nyt
(a1 + M) - [(az + M) - (as + M)]

= (a1 + M) - (a2a3 + M)

= (a1(azas)) +
= ((apaz)az) + M
= (apaa + M) - (a3 + M)
(a1 + M) - (a2 + M)] - (as + M)
kaikilla (a; + M), (az + M), (a3 + M) € R/M.

3° Joukossa R/M on ykkosalkio.
Nyt 1+ M on joukon R/M ykkésalkio, silla

14+M)-(a+M)=1-a)+M=a+ M,
(a+M)- A+M)=(a-1)+M=a+M
kaikilla a + M € R/M.

Ykkosalkio on selvisti yksikdsitteinen, silli 1 on renkaan R yksikasit-
teinen ykkosalkio, jolloin my6s 1 + M on yksikésitteinen.

Kohtien 1° — 3° nojalla (R/M,-) on monoidi.
Tarkistetaan péteeko joukon R/M alkioille osittelulait.
Nyt

(ay + M) - [(ag+ M) + (a3 + M)] = (a1 + M) - ((az + a3) + M)
= (a1 (ag+a3))+ M

= (a1a2 + aras) + M

(aras + M) + (a1a3 + M)
(

a;+ M) (aa+ M)+ (a1 + M) - (a3 + M)
ja

(a1 + M)+ (ag+ M)] - (ag+ M) = ((a1 + ag) + M) - (a3 + M)
=((ay +az)-a3)+ M
(CL16L3 + a2a3> + M
(
(

—~ o~

= (mpaz + M) + (agaz + M)
= al—l—M)(a3+M)+(a2+M)(a3+M)
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kaikilla (a; + M), (aa + M), (a3 + M) € R/M.

Lopuksi tarkistetaan onko joukko R/M kommutatiivinen operaation
(+) suhteen.

Nyt

(CL1+M>'(CL2+M) = (a1a2)+M
= (agay) + M
:(CL2+M)'(CL1+M)

kaikilla (a; + M), (a2 + M) € R/M.

Eli edelld téyttyneiden ehtojen nojalla (R/M, 4+, -) on kommutatiivinen
rengas.

. Osoitetaan lopuksi, ettd (R/M \ {0+ M},-) on Abelin ryhma.

Nyt (R/M \ {0+ M},-) on Abelin ryhm4, jos

1° Operaatio () on bindérinen joukossa R/M \ {0 + M}.
Nyt

(a1 + M) - (ag+ M) = a1as + M,
tutkitaan onko sivuluokkien tulo aina eri suuri kuin 0 + M, kun (a; +
M), (ay+ M) e R/M\ {0+ M}.

Oletetaan, ettd joukon R/M \ {0+ M} kaikille alkioille 16ytyy kidntei-
salkio. Olkoon

(a1 + M) - (ag+ M) = (0+ M).
Talloin
(a1 + M) - (az + M) - (a2 + M)™" = (0 + M) - (ap + M),
(a1 4+ M) - (14 M) = (0+ M),
(ay + M) =(0+ M),

mikd on ristiriita alkuehdon kanssa, eli kahden alkion tulo joukossa
R/M \ {0+ M} ei voi olla nolla-alkio, jos pystytddn osoittamaan, etti
kaikille joukon R/M\ {0+ M} alkioille on olemassa kéénteisalkio, miké
osoitetaan kohdassa 4°.
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2° Operaatio (-) on assosiatiivinen joukossa R/M \ {0 + M}.
Nyt

(a1+M) [((I2+M) (a3+M)]
(CL1+M) (&2@3+M)
= (a1(azas)) +

= ((araz)as) —|—M

= (a1a2+M) . (CLg-FM)

= [(a1+M)((l2+M>] '(Gg‘FM)

kalkllla (CLl +M),(QQ+M),(CL3 —|—M) € R/M\{O—I—M}

3° Joukossa R/M \ {0+ M} on ykkdosalkio.
Nyt 1+ M on joukon R/M \ {0+ M} ykkosalkio, silld

14+M)-(a+M)=1-a)+ M =a+ M,

(a+M)- A+M)=(a-1)+M=a+M
kaikilla a + M € R/M.

Ykkosalkio on selvisti yksikdsitteinen, silli 1 on renkaan R yksikasit-
teinen ykkosalkio, jolloin myds 1 4+ M on yksikésitteinen ja 1 + M €
R/M\ {0+ M}.

4° Jokaisella joukon R/M \ {0+ M} alkiolla on kéénteisalkio joukossa
R/M\ {0+ M}.

Olkoon a + M € R/M jaa+ M # 0+ M. Tilloin a ¢ 04+ M = M,
eli (a) # M. Lauseen 4.1.7 nojalla M + (a) on renkaan R ideaali ja
M C M + (a). Koska M on renkaan R maksimaalinen ideaali, niin
M + (a) = R ja edelleen lauseen 4.1.10 nojalla R = M + Ra.

Nyt1 e Relil € M+ Ra, joten 1 = m+ra joillakin m € M jar € R.
Téll6in tekijarenkaan R/M ykkosalkio voidaan esittdd muodossa

1+M=(m+ra)+M=m+M)+ (ra+ M)
=0+M)+(ra+M)=ra+M=(r+M)-(a+ M).

Koska tekijarengas R/M on kommutatiivinen, niin myos

(a+M)-(r+M)=1+ M.
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Néiin ollen 74+ M on alkion a+ M kidnteisalkio ja selvisti r+M # 0+M.

5° Operaatio (-) on kommutatiivinen joukossa R/M \ {0 + M}.
Nyt

(CL1+M)'(CL2+M) = (a1a2)+M
= (agay) + M
=(ag+ M) - (a; + M)

kaikilla (a; + M), (az + M) € R/M \ {0 + M}.

Kohtien 1° — 5° nojalla (R/M \ {0+ M},-) on Abelin ryhma.

Eli kohtien 1. ja 2. nojalla (R/M,+,-) on kunta.
[l

Kuntalaajennuslause voidaan esittdd myos toiseen suuntaan, miké laajen-
taa sen kdyttomahdollisuuksia.

Lause 7.1.2. Olkoon (R,+, ") rengas ja M renkaan R ideaali. Jos tekijiren-
gas R/M on kunta, niin ideaali M on renkaan R maksimaalinen ideaali.

Todistus. Olkoon [ ideaali, joka aidosti sisdltdd ideaalin M, eli M C I. Py-
ritddn osoittamaan, ettd I = R, jolloin M on maksimaalinen ideaali.

Olkoon a € I, mutta a ¢ M. Nyt a + M ei voi olla kunnan R/M nolla-
alkio, silld kunnan nolla~alkio on muotoa 0 + M = M, joten kunnan ehtojen
mukaan alkiolla @ + M on oltava kdanteisalkio. Talléin on olemassa alkio
be Rjolla (a+M)-(b+M)=ab+ M = (1+ M). Taytyy siis olla sellainen
alkiome M,etthab=14+me 1+ M.

Nyt 1 = ab+ (—m) ja koska a € I, niin ab € I. Liséksi m € M ja M C I,
joten myds m € [ ja siten my6s —m € I. Néin ollen 1 = ab+ (—m) € I ja
lauseen 4.1.6 nojalla tdim& on mahdollista vain, jos I = R. Néin ollen M on
renkaan R maksimaalinen ideaali.

]

Kuntalaajennuslause antaa oivan mahdollisuuden sellaisten kommutatii-
visten renkaiden laajentamiseen, jotka eivit ole kuntia. N&in voidaan toimia
esimerkiksi kommutatiivisen renkaan (Zj, +, -) tapauksessa.

Esimerkki 7.1.3. Aiemmin todettiin esimerkissé 5.1.4., ettd kommutatiivi-
nen rengas (Zja, +,) ei ole kunta. Nyt kuntalaajennuslauseen nojalla siita
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voidaan kuitenkin laajentaa kunta sen maksimaalisen ideaalin avulla. Esi-
merkissd 4.2.3. muodostettu tekijarengas Z12/([2]) = {[0] + ([2]), [1] + ([2])}
on juuri téllainen, silld padideaali ([2]) on my6s maksimaalinen ideaali. Te-
kijarenkaan (Z12/([2]),+,-) kunnaksi osoittaminen on helppoa, silld joukko
Z12/([2]) \ {[0] + ([2])} sisdlt&d& vain yhden alkion [1]+ ([2]) ja néin ollen ryh-
mén (Z12/([2]) \ {[0] + ([2])},-) osoittaminen Abelin ryhméksi on itsestdédn-
selvyys. Niin ollen tekijarengas (Zi2/([2]),+,) todellakin on kunta, aivan
kuten kuntalaajennuslauseen mukaan pitdakin.

Jatketaan kuntalaajennuksen havainnollistamista hieman suuremman te-
kijarenkaan parissa.

Esimerkki 7.1.4. Tarkastellaan jadnnosluokkarengasta Zo;. Nyt lauseen
4.1.2 nojalla (Zg1,+, -) on kommutatiivinen rengas. Sille voidaan my6s muo-
dostaa alkion [7] generoima pédideaali eli padideaali ([7]). Padideaalin ([7])
alkiot saadaan kidymaélla lapi kaikki renkaan alkiot lauseen 4.1.10 mukaisesti:

O] -[71=1[0-7 =10, [7]-[7]={49]=[7],  [14]-[7] =[98] = [14],
1] -7 = [71, [8] - [7] = [56] = [14],  [15] - [7] = [105] = [0],
2] - [7] = [14], [91-[7] = [63] = [0},  [16] - [7] = [112] = [7],
B]-[71=[21] = [0],  [10]-[7] = [70] = [7],  [17]-[7] = [119] = [14],
4] - [7] = (28] = [7],  [11]-[7] = [77] = [14], [18]-[7] = [126] = 0],
(5] - [7] = [35] = [14], [12] - [7] = [84] = [0],  [19]-[7] = [133] = [7],
(6] - [7] = [421 = [0],  [13]-[7] = [91] = [7],  [20]-[7] = [140] = [14].

Eli padideaalin ([7]) alkioiksi saadaan {[0],[7], [14]}. Padideaali ([7]) on
myo0s selvisti maksimaalinen ideaali lauseen 4.1.13 nojalla. Nyt kuntalaajen-
nuslauseen 7.1.1 nojalla tekijarengas Zo; /([7]) on rakenteeltaan kunta.

Muodostetaan tekijarenkaan Zs /([7]) alkiot lauseen 4.2.1 mukaisesti.

Tekijarenkaan Zo /([7]) nolla-alkio on [0]4([7]) ja ykkésalkio on [1]4([7]).
Nyt kun tekijdrenkaan Zo; /([7]) alkiot on muodostettu, tarkastellaan te-
kijarengasta Zo; /([7]) hieman tarkemmin. Kaikille tekijarenkaan alkioille 16y-
tyy vasta-alkiot, aivan kuten kunnan ehtoihin kuuluu. Koska tekijarenkaan
yhteenlasku on kommutatiivinen, tdma riittad osoittaa vain toiseen suuntaan.
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([0l + ([71)) + ([0] + ([7])) = ([0] + [0]) + ([7]) = [0] + ([7]),
([ + ([71)) + (6] + ([7])) = (1] + [6]) + ([7]) = [7] + ([7]) = [0] + ([7]),
(21 + ([7D) + (5] + ([7)) = ([2] + [5]) + ([7]) = [7] + ([7]) = [0] + ([7]),
(B3] + (7)) + (4] + ([71)) = (18] + [4]) + ([7]) = [7] + ([7]) = [0] + ([7]).
Eli
=0+ ([7)) = [o] + ([7]),  —([4] + ([7])) = [3] + ([7]),
=+ (7)) = (6] + (7)), = (5] + ([7])) = [2] + ([7]),
—([2)+ ([7))) = 5] + ([7]),  —([6] + ([7]) = [1] + ([7]),
=B+ (7)) = 4 + ([7])

Vastaavasti kaikille joukon Zs /([7]) \ {[0] + ([7])} alkioille on olemassa
kunnan ehtojen mukaiset kddnteisalkiot. Aivan kuten yhteenlaskun tapauk-
sessa, tekijarenkaan kommutatiivisuuden perusteella kertolasku riittad tar-
kastella vain toiseen suuntaan.

Nyt

([ ([7D) - ([ + ([7D) = ([1] - [1]) + ([7]) = 1] + ([7])

(21 + ([7]) - (] + ((7D) = (121 - [4]) + ([7]) = [8] + ([7]) = [1] + ([7]);
(31 + ([7]) - (15] + ([7D) = (B3] - [3]) + ([7]) = [15] + ([7]) = [1] + ([7]),
([61 + ([71)) - ({6] + ([71)) = ([6] - [6]) + ([7]) = [36] + ([7]) = [1] + ([7])-
Eli

(O] + (7))~ =[]+ (7D, ([ + (D)~ = 2]+ ([7]),
(21 + (7))~ =[]+ (7)), ([BI+ (7))~ = B+ ([7]),
(BI+ (7))~ =B+ (7D, (6] + ([7) " = [6] + ([7]).

Kianteisalkioiden 16ytyminen takaa yhdessd kommutatiivisen renkaan méa-
ritelmén ohella kunnan ehtojen tiyttymisen.

Tarkastellaan kuntalaajennusta vield hieman erilaisen rakenteen kautta.
Vaikka téssd pro gradu -tutkielmassa kisitelldsn 1dhinnd jadnnosluokkia, sa-
mat ryhméteorian tulokset pateviat myos muiden lukujoukkojen parissa.

Esimerkki 7.1.5. Madritellddn aluksi uusi lukujoukko Gaussin kokonaislu-
vut. Gaussin kokonaislukuja merkitaén

Zli) = {a +bi | a,b € Z},

missi i on imagindiriyksikko, jolle pétee i2 = —1.
Gaussin kokonaisluvuilla yhteenlasku méaritellian seuraavalla tavalla:

(a+bi)+ (c+di) = (a+0b) + (b+ d)i,
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kaikilla (a + bi), (¢ + di) € Z][i].
Gaussin kokonaisluvuilla kertolasku maéaaritelladn seuraavalla tavalla:

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi*
= ac + adi + bci — bd
= (ac — bd) + (ad + be)i,

kaikilla (a 4 bi), (c + di) € Z[i].
Osoitetaan, ettd (Z[i], +, ), missd yhteen- ja kertolasku ovat edelld mééari-
tellyt, tayttaa kommutatiivisen renkaan ehdot méaaritelméan 4.1.1. mukaisesti.
(Z[i], +, -) on kommutatiivinen rengas, jos

1. (Z[i],+) on Abelin ryhmi. Tami toteutuu, jos

1° Operaatio (+) on bindérinen joukossa Z[i].
Nyt
(a1 + bll) + ((ZQ + bgl) = ((11 + CLQ) + (bl + bg)l € Z[Z],

silla ((11 + &2), (bl + bg) € Z kaikilla (a1 + bli)7 ((12 + bQZ) S Z[Z]

2° Operaatio (4) on assosiatiivinen joukossa Z][i].

Nyt

(a1 + b17) + [(az + bai) + (az + bsi)]

= (CLl + bll) + (((12 + CL3) + (bz + bg)Z)
= (Cll + (CZQ -+ CLg)) + (bl + (bz + bg))Z
((a1 +az) +as) + ((br + ba) + b3)i
(

[

= ((a1 + az) + (by + b2)i) + (ag + bsi)
(a1 + b17) + (ag + bat)] + (as + bsi),

kaikilla ((1,1 + bli), (CLQ + 627;)7 (a3 + bgl) S Z[l]

3° Joukossa Z[i] on nolla-alkio.

Nyt 0 4 0i = 0 on joukon Z[i] nolla-alkio, silla

0+ (a+bi)=(0+a)+bi=a+bi
(a+bi)+0=(a+0)+bi=a+bi
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kaikilla a + bi € Z][i].

Nolla-alkio 0 on selvasti yksikésitteinen, silld 0 on yksikésitteinen ko-
konaislukujoukossa Z, jolloin se on myds Gaussin kokonaisluvuissa yk-
sikésitteinen.

4° Jokaisella joukon Z[i] alkiolla on vasta-alkio joukossa Z[i].
Olkoon a + bi € Z[i]. Nyt (—a) + (=b)i € Z[i] ja
(a4 bi) + ((—a) + (=b)i) = (a+ (—a)) + (b+ (=b))i = (0 + 0i) = 0,
((=a) + (=b)i) + (a+bi) = ((—a) +a) + ((=b) + b)i = (0+0i) =0
kaikilla a + bi € Z]i].
5? Operaatio (4) on kommutatiivinen joukossa Z[i].
Nyt

(CL1 + blZ) + (ag + bQZ) = (al + CLQ) + (bl + bQ)Z
= (CLQ + al) + (bg + bl)l
= (ag + bai) + (ay + by1)

kaikilla (CLl -+ bﬂ), (CLQ + bQZ) € Z[’l]
Kohtien 1° — 5° nojalla (Z[i],4+) on Abelin ryhmé.

. (Z]i],-) on monoidi. TAmi toteutuu, jos

1° Operaatio (+) on binéérinen joukossa Z][i].

Nyt

(a1 + bll) . (0/2 -+ bQZ) = (a1a2 — blbz) -+ (a162 + blag)i € Z[Z],
silla (a1a2 — blbg), (albg + bl(ZQ) € 7 kaikilla (a1 + bli), (CLQ + bQZ) € Z[Z]

2° Operaatio (-) on assosiatiivinen joukossa Z[i].
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Nyt

(a1 + b17) - [(az + byi) - (ag + bsi)]

= (a1 + byi) - (agas + azbsi + byazi + bybsi®)

= a1(aga3) + ai(aghs)i 4 ay(byas)i + ay(babs)i* + bi(agas)i + by (azbs)i®
+ by (baaz)i® + by (babs)i®

= (ajaz)as + (ayaz)bsi 4 (a1by)asi + (a1by)bsi® + (byas)asi + (byas)bsi®
+ (byba)azi® + (bybg)bsi®

= (ayag + aybai + byagi + bybai?) - (az + bsi)

= [(a1 + b17) - (ag + bai)] - (az + bsi)

kaikilla (a1 + bli), (CLQ + bgi), (a3 + bg@) S Z[Z]

3° Joukossa Z[i] on ykkosalkio.
Nyt 14 0i = 1 on joukon Z[i] ykkosalkio, silla

1-(a+bi)=(1-a)+(1-b)i=a+bi,

(a+bi)-1=(a-1)+(b-1)i=a+bi
kaikilla a + bi € Z[i].
Ykkosalkio 1 on selvisti yksikésitteinen, silld 1 on yksikésitteinen ko-

konaislukujoukossa 7Z, jolloin se on my0s Gaussin kokonaisluvuissa yk-
sikdsitteinen.

Kohtien 1° — 3° nojalla (Z[i],-) on monoidi.

. Joukon Z[i] alkioille pétee madritelmén mukaiset osittelulait.

Nyt

(ay + byi) - [(az + bi) + (a3 + bsi)]

= (a1 + b17) - ((az + a3) + (ba + b3)i)

= ay(ag + az) + ai(by + bs)i + byi(ag + az) + by (by + b3)i*

= aqa9 + ajas + aibei + a1bsi + byagi + byasi + bybyi® + bybsi?
= a1as + a1boi + brasi + biboi® + aqas + aibgi + biagi + bybgi’
= (a1 + byi) - (az + bat) + (a1 + b1i) - (ag + bs?)
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ja
[(a1 + b1%) + (ag + bod)] - (ag + bsi)
= ((a1 + az) + (by + by)i) - (a3 + bsi)
= (a1 + ag)ag + (ay + ag)bzi + (by + by)agi + (by + by)bzi*
= a1as + a2a3 + a1b3i 4+ asbsi 4 bragi 4 baagi 4 bibgi + bybgi’
= ayag + aibsi + byasi + bybsi® + asas + asbsi + byasi + bybsi?
= (a1 + b17) - (ag + b3i) + (ag + bai) - (a3 + bsi)

kaikilla (CLl + bli), (CLQ + bgi), ((l3 + bg’b) S Z[Z]

Lopuksi tarkistetaan onko joukko Z[i] kommutatiivinen operaation (-)
suhteen.

Nyt

(a1 + bﬂ) . (CLQ + bgl) = a1a9 + albgi + blag’i + blb2i2
= asa; + CLlei + bgal’i + bgbliz
= (az + bQZ) . (CLl + b12)

kaikilla (al + bli), (ag + bQZ) € Z[Z]

Eli edelld téyttyneiden ehtojen nojalla (Z[i],+,-) on kommutatiivinen
rengas.

Nyt kun tiedetaén, etté (Z[i], +, -) on kommutatiivinen rengas, sille taytyy
16ytya jokin ideaali.

Olkoon M = {2z + 2yi | z,y € Z}. Osoitetaan seuraavaksi, ettd M on
kommutatiivisen renkaan (Z[i], 4, -) ideaali.

M on ideaali, jos se tayttad maaritelman 4.1.5 mukaiset ehdot, eli

1. (M, +) < (Z[i), +).

Osoitetaan tdmé ehto todeksi lauseen 3.2.4 nojalla, eli olkoon a ja b jou-
kon M alkioita. Talloin a = 2z+2yi ja b = 2v+2wi, missd x, y, v, w € Z.

Nyt

+(=b) = (22 + 2y1) + ((—2v) + (—2w)1i)
= (22 + (—2v)) + 2y + (—2w))i
=2(z+ (—v)) +2(y + (—w))i € M,

silld (z + (—v)), (y + (—w)) € Z. Eli (M,+) < (Z][i],+).
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2. r-a€ Mijaa-re M kaikilla a € M ja r € Z][i].
Olkoon r = k + i ja a = 2z 4 2y:. Télldin

r-a=(k+10i)-(2x + 2yi)
= 2kx + 2kyi + 2lwi + 2yi?
= 2kx + 2kyi + 2lzi — 2ly
= 2kx — 21y + 2kyi + 2]z
= 2(kx — ly) + 2(ky + lx)i € M,

silla (kx — ly), (ky + lz) € Z.

Vastaavasti

a-r=(2z+2yi)- (k+ 1)
= 2xk + 2xli + 2yki + 2yli?
= 2xk + 2zxli + 2yki — 2yl
= 2zk — 2yl + 2xli + 2yk:
= 2(xk — yl) + 2(xl + yk)i € M,

silld (zk — yl), (xl + yk) € Z.

Kohtien 1 ja 2 nojalla M on renkaan (Z[i], +, -) ideaali.
Nyt kommutatiivisen renkaan (Z[i], 4, -) ja sen ideaalin M = {2z+2yi | z,y €
Z} avulla voidaan muodostaa tekijirengas Z[i]/M. Tekijarenkaan Z[i]/M
alkiot ovat ideaalin M sivuluokat:

04+ M={2x+2yi|z,ycZ}

= {x + yi € Z[i] | = ja y ovat parillisia kokonaislukuja},
1+ M={2x+1)+2yi|z,y € Z}

= {z +yi € Z[i] | z on pariton ja y on parillinen kokonaisluku},
i+M={2x+ 2y+1)i|x,ye€Z}

= {z +yi € Z[i] | z on parillinen ja y on pariton kokonaisluku},

1+i+M={Q2x+1)+ 2y+1)i|x,ycZ}
= {x + yi € Z[i] | x ja y ovat parittomia kokonaislukuja}.

Eli tekijarenkaan alkiot ovat Z[i]/M = {0+ M,1+ M,i+ M,1+i+ M}.
Nyt kun on muodostettu kommutatiivinen tekijarengas (Z[i]/M,+,-), voi-
daan kysyé, ettd onko se my6s kunta. Kuntalaajennuslauseen mukaan teki-
jarengas Z[i|/M on kunta, jos M on maksimaalinen ideaali. Toisaalta, mista
tiedetdaén onko M maksimaalinen ideaali?
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Tutkitaan tekijarenkaan alkioiden kertolaskutaulua ilman nolla-alkiota
0+ M.
Nyt

| 1+ M i+ M 1+i+M

1+ M 1+ M 14+ M 1+1+ M

i+ M i+ M 1+M 14+i+M
1+i+M|14+i+M 1+i+M O0+M

Kuten kertolaskutaulusta ilman nolla-alkiota voidaan paatella, tekijaren-
kaan alkiolla 147+ M ei ole kiddnteisalkiota, eikd tekijarengas néin ollen voi
olla kunta. Néiin ollen ideaali M ei voi my6skdan olla maksimaalinen ideaali.

Seuraavassa luvussa perehdytidian kokonaisalueen laajentamiseen kunnak-
si uusien maaritelmien avulla.
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8 Osamaarakunta

Vaikka edellisessé luvussa késiteltiinkin tdmén pro gradu -tutkielman keskei-
nen asia, timé luku laajentaa sen teoriaa uudella, mielenkiintoisella tavalla.

8.1 Osamaarakuntien teoria

Osaméaérakuntaa tutkittaessa taytyy méaritelld uusi relaatio kokonaisalueen
D avulla muodostetussa joukossa, jonka jalkeen padstdan kasiksi ekvivalens-
siluokkiin ja niiden vélisiin laskuoperaatioihin. Aloitetaan kuitenkin maérit-
telemalld kokonaisalueen D avulla uusi joukko D.

D=Dx (D\{0}) ={(a,b) |a€ D,be D\ {0}}.

Nyt voimme maaritelld uuden relaation joukossa D ja todistaa, ettd se on
my6s ekvivalenssirelaatio.

Maaritelma 8.1.1. Olkoon D kokonaisalue ja a,b,c,d € D,b # 0,d # O.
Asetetaan relaatio
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Lause 8.1.2. Relaatio (~) on ekvivalenssirelaatio joukossa D.
Todistus. Tarkastellaan toteuttaako relaatio ~ ekvivalenssirelaation ehdot:

1. Ensimmadisend tarkastellaan relaation refleksiivisyytta.
Nyt (a,b) ~ (a,b), koska ab = ba, eli tulo on kommutatiivinen kokonais-
alueessa D.

2. Toisena tarkastellaan relaation symmetrisyytta.

Jos (a,b) ~ (¢, d), niin ad = be. Koska tulo on kommutatiivinen koko-
naisalueessa D, voidaan paitelld, ettd c¢b = da ja ndin ollen (¢, d) ~

(a,b).
3. Kolmanneksi tarkastellaan relaation transitiivisuutta.

Jos (a,b) ~ (c,d) ja (¢,d) ~ (r,s), niin ad = be ja cs = dr. Kayttéden
néita relaatioita ja muistaen, ettd tulo on kommutatiivinen kokonaisa-

lueessa D, saadaan
asd = sad = sbc = bcs = bdr = brd.

Tiedetadn, ettd d # 0 ja D on kokonaisalue. Nyt asd = brd ja lauseen
5.1.5 nojalla saadaan as = br. Néin ollen (a,b) ~ (r,s).

[]
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Seuraavaksi madritellasin ekvivalenssiluokille merkintatapa.

Maiaritelmi 8.1.3. Asetetaan ekvivalenssiluokka

[(a,0)] = [a,b] = {(c,d) € D | (¢,d) ~ (a,D)}.
Télloin
(¢,d) € [a,b] & [c,d] = [a,b].

Miaritelladn ekvivalenssiluokkien vilinen yhteenlasku

[a,b] + [¢,d] = [ad + cb, bd).

Vastaavasti maaritelldan kertolasku

[a, b][c, d] = [ac, bd].

N&mé operaatiot patevit aina, kun (a,b), (¢, d) € D. Osoitetaan, ettd ope-
raatiot ovat hyvin méaritellyt, eli ekvivalenssiluokkien vélinen yhteenlasku ja
kertolasku ovat riippumattomia alkioiden a, b, ¢, d valinnasta.

Valitaan toiset sellaiset alkiot o/, ¥, ¢, d’, ettd [a,b] = [d/,V] ja [c,d] =
[, d']. Jos operaatiot ovat hyvin médritellyt, niin [a, b]+[c, d] = [a/, V] +[¢, d']
ja [a,b][c,d] = [a, V][, d'].

Aloitetaan ekvivalenssiluokkien vélisestéd yhteenlaskusta. Kuten edelli to-
dettiin, téytyy osoittaa, ettd [a,b] + [c,d] = [d/, ] + [/, d'] eli [ad + b, bd] =
[a'd + V', b/d]. Nyt ekvivalenssiluokkien ja relaation mééritelmén nojalla
taytyy olla, ettd (ad+ be)b'd = bd(a’'d 4+ V). Vastaavasti, kun [a, b] = [d/, V]
ja e, d] = [¢,d'], niin al/ = bad’ ja c¢d’ = dc. Talléin (ad + be)b'd = ab'dd’ +
bb'cd” = ba'dd + bb'dd’ = (a’'d’ + V'c')bd, aivan kuten pitddkin. Niin ollen
ekvivalenssiluokkien vilinen yhteenlasku on hyvin maéritelty joukossa D.

Jatketaan ekvivalenssiluokkien vilisesta kertolaskusta. Téytyy siis osoit-
taa, ettd [a,b][c,d] = [« V][, d], eli [ac,bd] = [d'd,b/d']. Kuten aiemmin
todettiin, tiedetddn, ettd ab' = ba’ ja cd’ = dc’. Ekvivalenssiluokkien ja re-
laation madritelmén nojalla taytyy olla, ettd ach'd’ = bda’c’. Lahtien yhtélon
vasemmalta puolen saadaan acb'd = ab'ed’ = ba'dd = bda'd’, aivan kuten
pitdakin. Nain ollen ekvivalenssiluokkien vilinen kertolasku on hyvin méari-
telty joukossa D.

Merkitdan vield

Q(D) = {la,b] | (a,b) € D} = {% | (a,0) € D}.

Nyt voidaan seuraavassa lauseessa osoittaa, etti (Q(D),+,-) todellakin
on kunta.
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Lause 8.1.4. Kolmikko (Q(D),+,-) on kunta.

Todistus. Osoitetaan lause todeksi lauseen 6.1.3 ehtojen kautta kolmessa vai-
heessa.

1. Osoitetaan aluksi, ettd (Q(D),+) on Abelin ryhmé.
Nyt (Q(D),+) on Abelin ryhmé, jos

1° Operaatio (+) on bindérinen joukossa Q(D).

Nyt

[a1, b1] + [ag, ba] = [a1by + agby, bibs] € Q(D),
silla a1b2 + agbl eD ja b1b2 ebD \ {0} kaikilla [al, bl], [ag, bg] € Q(D)

2° Operaatio (+) on assosiatiivinen joukossa Q(D).

Nyt

(a1, b1] + ([az, ba] + [as, bs])

= [aq, b1] + [azbs + asbs, babs]

= [a1babs + asbibs + azbiby, bybabs]
= [aiby + agby, b1bs] + [as, bs]

= ([a1,b1] + [ag, bs]) + [as, bs]

kaikilla [as, b1], [as, bo], [as, bs] € Q(D).

3° Joukossa Q(D) on nolla-alkio.

Nyt huomataan, ettd kaikki alkiot muotoa [0,a] € Q(D) ovat nolla-
alkioita, silla

le,d] +[0,a] =[ca+0-d,da] = [ca+ 0,da] = [ca, da] = [c,d],

silld ekvivalenssiluokkien ja relaation méaaritelmén nojalla, jos [ca, da] =
[c, d], niin cad = dac = cad, mika pitda paikkansa.

Vastaavasti
[0,a] + [c,d] =[0-d+ ca,ad] = [0+ ac, ad] = [ac, ad] = [c, d],

silld aivan kuten edelld acd = adc, mika pitdd paikkansa.

43



Edelld olleet yhteenlaskut pétevit kaikilla [c, d] € Q(D).

Kuitenkin nolla-alkio on yksikésitteinen, silld [0, a] = [0, 1]. Tadma4 seu-
raa siitd, ettd (0,a) € [0, 1], silld (0,a) ~ (0, 1) kaikilla a € D \ {0}.

4° Jokaisella joukon Q(D) alkiolla on vasta-alkio joukossa Q(D).
Olkoon [a,b] € Q(D). Nyt [—a,b] € Q(D) ja

[a, b]+[—a, b] = [ab+(—a)b, b*] = [(a—a)b,b*] = [0-b,b?] = [0,b%] = [0,1],

[—a,b]+[a, b] = [(—a)b+ab, b?]
kaikilla [a,b] € Q(D).

Néin ollen alkion [a, b] vasta-alkio —[a,b] = [—a, b].

[((—a)+a)b,b?] = [0-b,b%] = [0,b%] = [0, 1]

5% Operaatio (+) on kommutatiivinen joukossa Q(D).

Nyt

[a1, b1] + [ag, ba] = [a1by + asby, bibs)
= [azby + a1be, baby]
= [ag, bo] + [a1, 1]

kaikilla [Cll, bl], [CLQ, bg] € Q(D)

Kohtien 1° — 5 nojalla (Q(D),+) on Abelin ryhmé.

. Osoitetaan seuraavaksi, ettd (Q(D) \ {[0,1]},-) on Abelin ryhmaé.
Nyt (Q(D) \ {[0,1]},-) on Abelin ryhma4, jos

1° Operaatio (-) on bind#rinen joukossa Q(D) \ {[0, 1]}.

Nyt
[a1, b1] - [az, bo] = [arag, bibo] € Q(D) \ {[0, 1]},

silld ajaq € D\ {0} ja bibe € D\ {0} kaikilla [aq, by], [az, b2] € Q(D) \
{[0,1]}.

2° Operaatio (-) on assosiatiivinen joukossa Q(D) \ {[0, 1]}
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Nyt

a1, b1] - ([az, bs] - [as, bs])
aq, bl] : [612&37 bzb3]

= {a1a2a3,b152b3]

= |aiag, b1by] - [as, bs]

= (la1,01] - [az, bs]) - [as, bs]
kaikilla [aq, b1], [az, ba], [as, bs] € Q(D) \ {[0,1]}.
3° Joukossa Q(D) \ {[0,1]} on ykkésalkio.

Nyt huomataan, etti kaikki alkiot muotoa [a, a] € Q(D) \ {[0, 1]} ovat
ykkosalkioita, silld

le,d] - [a,a] = [ca,da] = [e,d],
la,a] - [e,d] = [ac,ad] = ¢, d]

kaikilla [c, d] € Q(D)\{[0,1]}. Viimeiset yhtdsuuruudet voidaan olettaa
kohdan 1.3° perustelujen nojalla.

Kuitenkin ykkosalkio on yksikésitteinen, silld [a,a] = [1,1]. Tdm4 seu-
raa siitd, ettd (a,a) € [1,1], silld (a,a) ~ (1,1) kaikilla a € D\ {0}.

4° Jokaisella joukon Q(D) \ {[0,1]} alkiolla on ki&nteisalkio joukossa
Q(D)\ {[0,1]}.
Olkoon [a,b] € Q(D)\ {0, 1]}. Nyt [b,a] € Q(D)\ {0, 1]} ja

[a,b] - [b,a] = [ab, ba] = [ab,ab] = [1,1],
[b,a] - [a,b] = [ba, ab] = [ab,ab] = [1,1]
kaikilla [a,b] € Q(D) \ {[0,1]}.

Niin ollen alkion [a,b] kiidnteisalkio [a,b]™' = [b, a].

5% Operaatio (-) on kommutatiivinen joukossa Q(D) \ {[0, 1]}.
Nyt
[al, bl] : [GQ, b2] = [a1a275152]
= [agay, bob|
= [a2, bo] - [ax, bi]
kaikilla [aq, b1], [az, b2] € Q(D) \ {[0, 1]}.

Kohtien 1° — 5° nojalla (Q(D) \ {[0,1]},-) on Abelin ryhma.
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3. Osoitetaan lopuksi, etté osittelulait ovat voimassa.

Nyt
la1, b1] - ([ag, bao] + [as, bs]) = [a1, b1] - [azbs + azba, babs]
= [ayabs + aiasby, bybybs]
= [a1a2b1b3 + ayasbiba, bybabybs]
= [a1a, biby] + [a1as, bybs]
— [(11, bl} : [CLQ, bQ] + [a17 bl] . [a37 b3]
ja

(a1, b1] + [ag, b2]) - [as, bs] arby + ashy, bibs] - as, bs]

= |
= [a1bgas + asbias, bybybs]

= [a1asbybs + azasbibs, bibsbabs]

= [ayas, bibs] + [asas, babs]

= lay, 1] - [as, bs] + [az, bo] - [ag, bs]

kaikilla [al, bl], [CLQ, bQ], [ag, bg] € Q(D)
Eli kohtien 1. 2. ja 3. nojalla (Q(D), +,-) on kunta.

Nyt voidaan esittdd kunnalle Q(D) seuraavanlainen mé#éritelma.

Méiaritelmé 8.1.5. Olkoon (D, +,-) kokonaisalue. Talléin kunta Q(D) on
kokonaisalueen D osamdadrdkunia.

Talloin patee myos seuraava rengasisomorfiatulos.

Lause 8.1.6. Olkoon (D, +,-) kokonaisalue. Tdlldin on voimassa tulos
{la, 1] |a€D}:{% |a€ D}~ D.

Todistus. Merkitdan A = {[a,1] | a € D} ja osoitetaan aluksi, ettd A on
renkaan Q(D) alirengas alirengaskriteerin avulla.

1. Olkoon [a, 1],[b,1] € A. Télléin

[a,1]+(=[b,1]) = [a, 1]+[-b,1] = [a-1+(—b)-1,1-1] = [a+(-D), 1] € A.
2. Olkoon [a,1],[b,1] € A. Télléin [a,1]-[b,1] =[a-b,1-1] = [ab, 1] € A.
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3. Renkaan Q(D) ykkésalkio on [1,1] ja [1,1] € A.

Kohtien 1 — 3 nojalla alirengaskriteeri toteutuu, eli A on renkaan Q(D)
alirengas.
Madritellaan kuvaus f : (A, +,-) — (D, +,-) siten, ettd

f([av 1]) =a

kaikilla a € D.
Osoitetaan, ettd kuvaus f on rengasisomorfismi A — D osoittamalla, ettd
kuvaus f toteuttaa rengashomomorfismin ehdot ja on bijektio.

1. Aloitetaan rengashomomorfismin ehdoista.
1° Olkoon [a, 1], [b, 1] € A. Télléin
f(la, 1]+ [0,1]) = f([(a+0),1]) = a+ b= f([a,1]) + f([b, 1]).
2° Olkoon [a, 1], b, 1] € A. Tallsin
f(la,1] - [b,1]) = f([(a-),1]) = a- b= f([a,1]) - f([b, 1]).

3° Renkaan (A, +,-) ykkosalkio on [1,1], missi 1 € D on renkaan
(D, +, ) ykkosalkio. Nyt f([1,1]) = 1.

Kohtien 1° — 3° nojalla kuvaus f on rengashomomorfismi.

2. Tutkitaan onko kuvaus f surjektio ja injektio.

1° Olkoon z € D. Télloin [z,1] € A ja f([z,1]) = =z, joten f on
surjektio.

2° Olkoon [a,1],[b,1] € A ja f([a,1]) = f([b,1]). Téll6in a = b, joten
[a,1] = [b, 1]. Siispa f on injektio.

Kohtien 1° ja 2° nojalla kuvaus f on bijektio.
Kohtien 1 ja 2 nojalla kuvaus f on rengasisomorfismi A — D, joten
A={[a,1] |a € D} = D.
O

Rengasisomorfiatuloksen nojalla voidaan merkitd a = %. Jos a,be D ja
b~ on olemassa, niin

a,b a,l a-1 a

b_l = — | — -1 = —\-—)= — = —.

¢ 17 =191

Voidaan myos osoittaa, ettd merkinnélle pitee supistamis- ja laventamis-
lait.
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Lause 8.1.7. Olkoon D kokonaisalue. Tdlloin on voimassa seuraavat tulok-
set:

@ _06,,0_4
be b b T db
kaikilla a,b,c,d € D, b,c,d # 0.
Todistus. Nyt
ac _a ¢ 1.1
be 1 1 b ¢
~a ¢ by ey
~a by ¢ ey
1 (1) 1 (1)
a b, ., 1
a b,
= 2(3)
_ael_aqa
1 b b
ja
a_a 1
b 1 b
a d ,d._; 1
d a ,d_; 1
d a 1 1 da

=
[y
S8
>
&

Seuraava lause esittelee yhden tutun osaméaédrikunnan.

Lause 8.1.8. Rationaalilukujen joukko Q on kokonaislukujoukon Z osamdi-

rikunta, eli Q = Q(Z).

Todistus. Nyt (Z,+,-) on kokonaisalue ja (Q, +, -) on kunta. Osoitetaan viite
todeksi kuntaisomorfismin avulla. Jos 16ydetddn kuvaus f : Q(Z) — Q, joka
on kuntaisomorfismi, niin viite on tosi.

Olkoon kuvaus f : Q(Z) — Q sellainen, ettd f([a,b]) = . Osoitetaan ku-
vaus f kuntaisomorfismiksi kahdessa vaiheessa. Kuvaus f on kuntaisomorfis-
mi, jos
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1. Kuvaus f toteuttaa rengashomomorfismin ehdot.
1° Olkoon [ay, by}, [ag, bs] € Q(Z). Tall6in

f(lar, b1] + [az, ba]) = f(Ja1be + azby, biby])
. a1b2 + CLle . Cllbg agbl

by Diby | Dby

_ b_i b_j = f([a1, b1]) + f([az, bs])

kaikilla ay, as € Z, by, by € Z \ {0}.

2° Olkoon [ay, by, [az, be] € Q(Z). Télléin

f(lax, b1] - [az, ba]) = f([araz, biby])

a1a9 o ap Qo
biby b by
= f(lax, ba]) - f(laz, b2])

kaikilla ai, s € Z, bl, by € Z \ {0}

3° Olkoon [a,a] € Q(Z) osaméaarikunnan Q(Z) ykkosalkio. Téll6in

flaa) == =1 =1

kaikilla a € Z \ {0} ja 1 on kunnan Q ykkdosalkio.

Kohtien 1° — 3° nojalla kuvaus f on kuntashomomorfismi.

2. Kuvaus f on bijektio. Tamaé toteutuu, jos kuvaus f on seké surjektio
ettd injektio.

1° Olkoon % € Q. Tillsin a € Z,b € Z\ {0} ja f([a,}]) = % missi
[a,b] € Q(Z). Néin ollen f on surjektio.
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2° Olkoot [al, bl], [CLQ, bg] S Q(Z) ja f([al, bl]) = f([CLQ, bg]) Télloin

f(lar, b1]) = f([az, ba]),

9 _ %2
by by’
aq a9
L biby = -2 bib
bl 192 bg 1Y2,
a1b11)2 . a2b162
by by ]

a by = GQbh

la1, by = |ag, byl

Viimeinen vaihe seuraa ekvivalenssiluokkien méaaritelméasta 8.1.3. Nain
ollen f on injektio.

kohtien 1° ja 2° nojalla kuvaus f on bijektio.

Kohtien 1 ja 2 nojalla kuvaus f : Q(Z) — Q on isomorfismi ja tarkemmin
ottaen kuntaisomorfismi Q(Z) — Q, joten Q(Z) = Q. Eli Q on kokonaislu-

kujoukon Z osamadrakunta.
O
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