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1 Johdanto

Luokassa moni on varmasti kuullut lausahduksen "Missd ma tarvin tatd oikeassa elé-
méassi?” Koulussa opituista asioista sanotaan usein, ettd niilla ei ole mitdan kayttoa
tulevaisuudessa. Varsinkin matematiikka ja sen esiintyvyys koulun ulkopuolella on
opiskelijalle todella yleinen valituksen aihe. Itselle ensimméisend mielikuvana tastéa
tulee koordinaatiston oppiminen. Viimeistadn lukion kursseilla monet opiskelijat alkavat
pohtimaan, mihin he voivat oppimiaan asioita kayttda jatkossa vai kdydaanko niité lapi
vain sen takia koska on pakko? Totuushan on, ettd suurinta osaa matematiikan tunneilla
opituista asioista ei tulla tarvitsemaan opiskelujen paatyttya. Matematiikan kursseilta
arkielaméaan siirtyvat asiat koostuvat paasaantoisesti paattelykyvysta ja luovuudesta.
Nykyaéan lukiossa on kaikkille matematiikan opiskelijoille kurssi, joka koskettaa enem-
méan tulevaa arkielamad. Talousmatematiikka on muuttunut pakolliseksi vuoden 2019
LOPS:ssa niin lyhyen kuin pitkén matematiikan opiskelijoille.

Talousasiat ovat nuorille nykyisin paljon ajankohtaisempia kuin koskaan aiemmin.
Heidén keskuudessaan ajatukset ja mahdollisuudet tulevaisuudelta ovat kiinnostavampia
kuin aiemmin. Léhivuosina taloudellisen tilanteen turvaaminen ja aikainen eldkoitymi-
nen on saanut enemmaéan ajatusta. Suuri kasvu huomattiin etenkin sijoittamisessa juuri
korona-aikana; vuoden 2020 lopulla osakkeisiin sijoittaneiden suomalaisten méara oli
kasvanut uusiin huippulukemiin saavuttaen melkein 900 000 kotitaloutta [7]. Suurena
tekijana kasvussa onkin arvioitu olevan naisten lisdantynyt aktiivisuus sijoittamisessa
sekd nuorten ilmapiirissd syntynyt muutos rahaan ja sijoittamiseen [6]. Asiantuntijoiden
mukaan osasyyksi sijoitusinnolle on my6s epailty olevan sen vahvasti esilla oleminen eri
media-alustoissa.

Tama pro gradu -tutkielma on osa Oulun yliopiston oppimateriaaliprojektia, jonka
tarkoituksena on muodostaa materiaalia lukion matematiikan kursseille. Kyseinen mate-
riaali on suunniteltu osaksi lukion pitkdn matematiikan MAA9-kurssille seké vastaavalle
lyhyen matematiikan MABT7-kurssille. Koottu opintomateriaali koostuu aritmeettisesta
ja geometrisesta lukujonosta ja summasta. Téssa oppikirjassa opiskelijat rakentavat itse
uutta sisaltod erilaisten pohdintatehtéavien avulla.



2 Perusteluosio

Tassa luvussa kerrotaan oppikirjan synnysta ja sen suuntaamista tavoitteista opiskelijoille.
Oppimateriaali on tehty vuoden 2019 voimaan tulleen lukion opetussuunnitelman mukaan
(LOPS 2019). Kirjassa pyritédén antamaan opiskelijalle luovempi kuvaus uudesta opitta-
vasta aiheesta seké irtautua vanhasta perinteikkdammasta kirjan sisaltomallista, missa
esitelladn uusi aihe, jonka perdan esitetaén tehtavid tehtavien perdan. Nain pyritdan he-
rattaméan opiskelijan mielenkiinto ja tehostamaan hanen aktiivisuuttaan ja oppimistaan.
Opetussuunnitelman lisédksi kirjan teossa on erityisesti otettu huomioon artikkelit Habits
of Mind [5] ja Collaborative Learning in Mathematics [14]. Naiden tarkempaa kayttoa
kaydaan lapi myohemmassa osiossa.

2.1 Opetussuunnitelma

Opetushallituksen laatima lukion opetussuunnitelma [10] on koko Suomen lukiomaa-
ilman ydin ja perusta. Matematiikan opetuksessa halutaan korostaa matematiikan
ja arkielaman vélisida yhteyksia, hyodynnetdan mahdollisuuksia vahvistaa opiskelijan
kiinnostusta, itsetuntoa ja tiedonhankintaprosesseja seké kannustetaan opiskelijaa ko-
keiluihin ja sinnikk&dseen tyonskentelyyn [10]. Opetussuunnitelmassa halutaan valita
opetuksen lahtokohdat opiskelijoita kiinnostavista aiheista, ilmidista ja niihin liittyvista
ongelmista, joita voidaan ratkaista matematiikan avulla. Opetuksessa tulee kiyttaé vaih-
televia tyotapoja, joissa opiskelijat tyoskentelevit yksin ja yhdessa. Téalla vahvistetaan
muun muassa vuorovaikutusosaamista [10]. Matematiikka on yleisesti koettu oppiainee-
na, missa opiskelija on yksin oman onnensa nojassa. Tassa kirjassa on ideana kayda
erindisia pohdintoja yhdessa opettajan sekd muiden opiskelijoiden ja ystédvien kanssa.
Tamén vuoksi tdhdn osioon on kehitelty myos tehtdviad kirjan ulkopuolelle. Samalla
ajatuksena on ollut tehostaa matemaattisten mallien hahmottamista ilman suoranaista
koulumatematiikkaa. Kirjassa esitettyjen tehtéavien tilanteet on tarkoitettu herattaméan
kysymyksia, ihmetysta ja hilpeytta. Kirjan toteuttaessa tehtavinsa sille suunnitellulla
tavalla opiskelijat voivat kokea kirjan tarjonnat mahdollisesti jopa hauskaksi ajanviet-
teeksi. Taman tavoitteen puolesta tehtévien tarjoamat teemat tahtdavit reaalimaailman
tilanteisiin, valilla myos hullunkurisella tavalla.

Lukion 2019 opetusuunnitelman keskeiset tavoitteet kurssille MAA9/MABT7 on lis-
tattu alla. Namé ovat myos keskeisessé osassa kirjan teossa:

o oppii hydodyntdméadn matemaattisia valmiuksiaan resurssien riittavyyteen, talouden
suunnitteluun, yrittdjyyteen ja kannattavuuden laskentaan

» soveltaa lukujonojen kaavoja talouteen liittyvissé matemaattisissa ongelmissa

« oppii sovittamaan taloudellisiin tilanteisiin matemaattisia malleja ja ymmaértéa nii-
den rajoitukset

« osaa hyodyntaa ohjelmistoja laskelmien tekemisessé ja sovellusten yhteydessé [10].
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Tassa kirjan osiossa keskittyminen kohdistuu erityisesti lukujonojen soveltamiseen erinéi-
sissa taloudellisissa ongelmissa sekd matemaattisten mallien ymmartamiseen seka niiden
sovittamiseen taloudellisissa tilanteissa. Keskeisistd opetussuunnitelman sisalloisté tassa
kirjan osiossa huomio keskittyy aritmeettisiin ja geometrisiin lukujonoihin ja niiden sum-
miin seka taloudellisten tilanteiden sovelluksiin, missa lukujonoja ja summia hyodynne-
tdan. MAA9 ja MABT ovatkin ldhes ainoat lukion kurssit, joissa kdydadn matematiikan
taloudellista puolta tarkemmin l&pi ja sitd miten se arjessa esiintyy. Lyhyen matematii-
kan puolelta 16ytyy mainittua MAB7-kurssia edeltavi MAB6 Talousmatematiikan alkeet
-kurssi. Kyseiselld kurssilla kdydaan talousmatematiikan peruskasitteitd ja opitaan ku-
vaamaan talouselaman kehittymista. Lisdksi kurssilla kerrataan prosenttilaskentaa. Téasté
syysta kirja lahteekin aiheeseen liikkeelle perusteista eikéd kurssi vaadi talousmatematii-
kasta pohjatietoa.

2.2 Tehtavien lahestymismuodot

Kirjassa esitetyt tehtavat voidaan jakaa kolmeen eri osa-alueeseen: mallitehtaviin, poh-
dintatehtaviin ja harjoitustehtaviin. Kappaleet alkavat yleisesti pohdintatehtavilla, missa
kasitellian uutta aihetta mahdollisimman yksinkertaisessa ja helposti ldhestyttavassa
muodossa. Ideana on, ettd késitellessdan tehtdvaa opiskelijat eiviat vield tiedd mitdan
uudesta aiheesta. Pohdinnassa on esitetty tarkasti eteenpain johdattelevia kysymyksia.
Néin opiskelijat paatyviat pohdinnassaan uuden aiheen ytimeen ja nain asian oppimista ja
ymmaértamista on helpotettu huomattavasti. Kevyelld suunnittelulla ja aiheen sopivalla
esillepanolla saadaan uuden oppimisesta paljon tehokkaampaa.

Pohdintatehtavia 10ytyy kappaleen alun lisiksi myos muutamia kirjan eri osioista. Nama
tehtavat ovat kirjan kappaleissa kdytyjen aiheiden tapaisia tehtdvida sekd myos hieman
soveltavampia ja haastavampia.

Pohdintatehtavien tarkoituksena on herattad opiskelijan mielenkiintoa ja kehittéda
syvempad ajattelua. Tama voidaan suorittaa halutessaan yksin tai yhdessd muiden
opiskelijoiden kanssa. Yhdessa tekeminen onnistuu sekd ryhmissa ettd opettajajohtoi-
sesti. Kappaleiden loppupuolella olevat pohdintatehtiviat kokoavat yhteen kappaleiden
padasiat ja johdattelevat opiskelijan ymmartamaan aiheen kokonaiskuvan.

Pohdintatehtavien lisdksi kirjasta loytyy mallitehtavia. Mallitehtédvien tarkoitukse-
na on esittdd, miten erilaisia matemaattisia ongelmia on mahdollista ldhestya. Opiske-
lijoille on suurta apua siitd, kun he nédkevit mekaanisia kasittelytapoja monenlaisiin
tehtaviin. Toki mahdollisuutena on, etta opiskelijat opettelevat vain laskutavan ulkoa.
On kuitenkin térkeda pitdd mielessa, ettd oppiminen varsinkin lukiotasolla on hyvin
paljon opiskelijan vastuulla. Mallitehtavat ovat rakenteeltaan hyvin samanlaisia kuin
osa pohdintatehtavista seka harjoitustehtavistd. Tarkoituksena on, etté opiskelija ei jaa
jumiin ja voi palata malleihin ja niiden avulla oppia soveltamaan oppimaansa vastaaviin
ongelmiin.

Joka kappaleen lopusta loytyy aiheeseen sopivia harjoitustehtavia. Tehtavia loytyy
niille merkityiltd "Harjoitukset” -osioilta. Tehtavat vastaavat kappaleissa kaytavia malli-
ja pohdintatehtavia. Tehtavia l0ytyy yleisesti 6-8 kappaletta. Harjoitukset on suunniteltu
jatettavan kotitehtaviksi.



Oppikirjassa esiintyvat tehtdvamuodot on suunniteltu artikkelin Collaborative Learning
in Mathematics [14] pohjalta. Artikkelissa esitettiin viisi erilaisia aktiviteettia, joista
olemme valinneet kaksi kirjan taustalle:

o omien ongelmien ja tehtdvien luominen

« péadttelyn ja ratkaisujen analysointi [14].

Omien ongelmien ja tehtavien luominen on tehokas tapa kehittda opiskelijoiden ymmér-
rysta aiheeseen liittyen. Opiskelijoiden rohkaisu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan seké
omien ratkaisujen keksimiseen ja esittdamiseen onkin yksi lukion matematiikan opetus-
suunnitelman yleisten tavoitteiden pédkohtia [10]. TAma on otettu huomioon kirjassa.
Opiskelijoiden onkin talousmatematiikan aiheessa helppo soveltaa ja keksid teemoja ja
aiheita pohdintoihin. Samalla kun heidat laitetaan opettamaan toisilleen keksimidan
ongelmia, he saavat toimia opettajina toisilleen. Tama auttaa heitd myds paremmin
huomaamaan, mita he ymmartavat aiheesta ja kehittdd heidan kykyadn ilmaista ja
perustella ajatuksiaan.

Paattelyyn ja ratkaisujen analysointiin perustuvissa tehtavissa keskitytdaan siihen,
miten eri tavoin erilaisia ongelmia voidaan ratkaista, miten niihin voidaan péatya seka
mahdollisiin ratkaisujen ilmaisussa esiintyviin virheisiin. Aritmeettisten ja geometristen
jonojen ja summien tehtavistd voidaan loytaa erilaisia ldhestymistapoja ratkaisuille.
Kun jonoja ja summia aletaan soveltamaan myohemmin vield enemman taloudelliseen
maailmaan, lahestymistapoja ilmestyy vield lisd&. Onkin osoitettu erilaisten, soveltavien
lahestymistapojen auttavan opiskelijoiden ymmarrystd aritmeettisten ja geometristen
lukujonojen ja summien ymmarryksessa [2][9].

2.3 Matemaattinen ajattelu

Yleinen késitys matemaattisesta ajattelusta on, ettd matematiikkaa osaavalla on hyva
numeropad tai ettd hian on taitava padssalaskija. Matematiikka on kuitenkin myo6s niin
paljon kaikkea muuta. Tamé nakyy vahvasti nykyaén ylioppilaskirjoituksissa, joissa on
sdhkoistymisen kautta esiintynyt paljon enemmén luovuutta vaativia tehtédvid. Rohkea
kokeilu, luovuus ja tutkiminen ovatkin lukion matematiikan opetussuunnitelman oleel-
lisia tavoitteita [10]. Témén kirjan yksi perustana toimivista artikkeleista on Habits of
Mind: An Organizing Principle for Mathematics Curricula [5]. Artikkelissa tuodaan esille
monipuolisesti tapoja ajatella ja lahestya matemaattisia pulmia, joita tulisi ottaa vahvas-
ti huomioon opetettavan sisdllon kanssa. Tahén kirjaan on pyritty tuomaan kyseisesté
artikkelista tahan aiheeseen parhaiten sopivia ajattelutapoja. Pédateemoina ovat:

o Kuvaileminen
o Sdannonmukaisuuksien 10ytdminen

« Visualisointi [5].



Kuvailemisella tarkoitetaan etenkin verbaalista kykyéa selittad ja perustella omaa
paattelyaan ratkaisulle. Opiskelijoita tulee kannustaa omien péitelmienséd rohkeaan esil-
letuontiin. Tamé auttaa apua kysyvien opiskelijoiden lisdksi myos auttavaa opiskelijaa,
joka voi kuvata omaa ajatuksen kulkuaan. Eteenkin todistamisen kannalta loogi-
nen ja helposti seurattava paattely on erittain térkeda seka koko matematiikassa etta
elamaéssa, silla se kehittda yhteistyokykya kysymyksien ja ideoiden esillentuonnin puolesta.

Saannonmukaisuuksien loytdminen on ensisijaisen térkedd matematiikassa. Sadn-
nonmukaisuuksien ja yhteyksien loytaminen helpottaa jarkeilya tehtéavissa ja kehittéa
taitoa soveltaa asioita toisiinsa. Esimerkiksi uuden asian oppiminen on hyvin helppoa,
kun sen saa yhdistettyd jo aiemmin opittuun asiaan. Sddnnonmukaisuuksia 16ytyy
matematiikan lisiksi myos arkieldmasta ja on taten kokonaisvaltaisesti tarked ajattelu-
muoto. Esimerkkind vaikka kodin siivouksessa sédastda omaa aikaansa tulevan siivouksen
kannalta, jos pyyhit polyt ylhaélta alas, ennen kuin aloitat lattian moppaamisen. Saan-
noénmukaisuudet tuovat jarjestystd omaan arkeen. Sama toimii myos matematiikassa.
Kun aritmeettiset ja geometriset jonot ovat hallinnassa, on niista helppo siirtyd niiden
summiin ja yhdistda vanhaa asiaa uuteen.

Visualisointi on katevad keino tuoda asioita esille ldhestyttavammiksi. Moni ei hel-
posti ymmarra, miten monia eri asioita matematiikassa voi tuoda esille ilman numeroita.
Tasté kirjassa onkin yksi malli aritmeettisen summan todistamisesta. Visuaalisuus on
tarkeda tuoda osaksi oppituntia, silla joillekin kuva tai kuvaus jostakin uudesta asiasta
kertoo paljon enemmaéan kuin vain kaavat tai laskuesimerkit. Visuaalisuus voidaan myos
nahda eradnlaisena prosessina. Esimerkiksi aritmeettisen ja geometrisen jonon etenemi-
nen jasenelta toiselle. Jonon voi visualisoida paassaén lukusuoralla tai sen voi hahmottaa
kuvaajalla sdhkoisilla tyokaluilla. Tamékin tulee esille kirjan kappaleiden esimerkeissa.
Aritmeettisen summan todenmukaisuus ja hahmottaminen lukusuoralla saadaan yk-
sinkertaisesti hahmotettua Crachiolan visualisoimalla tavalla [3]. Ajatusmaailmat ovat
myoOs hyvin kytkoksissa toisiinsa. Kuvailu ja perusteleminen voidaan tehostaa hyvélla
visualisoinnilla. Néin selitetty asia tulee yleisesti paremmin esitetyksi.

2.4 Kirjan ja tehtavien tyyli

Opetuksen ja ohjauksen tulee aina olla selkeda, jotta opiskelijan on helppo seurata
opetusta ja hdnen ajatuksensa pysyy hyvin mukana aiheessa. Selkeytta saadaan luotua
erityisesti, jos opetuksen tyyli ja runko pysyvat samoina aiheen syventyessa tai siirtyessa
kokonaan uuteen aiheeseen. Tallaisesta periaatteesta kiinnipitaminen matematiikan
saralla tarjoaa vahvistusta ja tukea kaikille opiskelijoille [16]. Yeshurun késittelee artik-
kelissaan kaksinaisuusperiaatetta, missa madritelmien runko pidetdan taysin samana,
mutta avainsanat vaihdetaan késitellessd uutta aihetta [16]. N&in opiskelijoiden on
helpompi siirtya aiheesta seuraavaan tutulla ulkoasulla ja samalla oppivat tunnistamaan
avainsanat aiheisiin liittyen.

Artikkelissa kdytetdankin juuri aritmeettisia ja geometrisia jonoja ja sarjoja esimerkkeiné
kaksinaisuusperiaatteen osoittamiselle. Yeshurun mukaan hénen aiemmassa artikke-
lissaan kdydyn psykomatemaattisen tutkimuksen [17] mukaan opiskelijoille on paljon
hyodyllisempéaéd antaa siddntoja kaavojen sijaan. Kéayttdmaélla sdantoja opiskelijan ei
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tarvitse tyostda niin paljon hénen ajatuksiaan tai lyhytkestoista muistiaan ja talla
perusteella voidaan varmistaa, etta tieto jaa opiskelijalle paremmin mieleen ja on myos
sovellettavissa helpommin.

Ideaa on otettu kirjassa huomioon kaikkialla sen eri osissa. Madritelmat on kirjoitettu
niin, ettd eroavaisuudet esiintyvét padosin lausekkeen muuttujissa. Tekstin kirjoitusasu
on muutoin vastaavaa, jolloin méaritelméat télla perusteella muistuvat paremmin. Uu-
den asian johdanto on keskenaén samankaltaista lukujonoja kasittelevissa kappaleissa.
Summien kappaleissa on enemmén eroavaisuutta, mutta samankaltaiseen ulkoasuun on
pyritty siitd huolimatta. Kaiken tamén lisaksi myos tehtavit ovat keskendan samankal-
taisia sekd mallitehtavien ettd pohdintojen kanssa. Esimerkkina pohdinnat A.6 ja A.14
ovat samalla kysymyspohjalla, mutta toisessa jono on aritmeettinen ja toisessa geomet-
rinen. Nain tehtavistd poistetaan eraénlaiset turhat vaikeudet muuttamalla tekstiasua.
Talloin, kun tehtavin ymparisto on tuttua, se rasittaa vihemmaén opiskelijan aivoja ja
han voi keskittyd enemmén itse pulmaan. Samankaltaisia rakenteita 16ytyy myos keske-
naan eri harjoitustehtavien kappaleista. Naissé tosin on hieman enemmaén poikkeavuuksia.

Tehtavanannon ja sen ydinasioiden tulkinta on hyvin tarkeda matematiikassa ja se
korostuu varsinkin nykyissd ylioppilaskokeissa. Sahkoistetyt ylioppilaskokeet pystyvét
tarjoamaan todella monipuolisia tehtéavia, jolloin kyky tulkita soveltavia tehtévid on
hyvin olennainen. Artikkelissaan M. S. Sari et al. [12] kertovat, ettd monilla opiskelijoilla
on edelleen ongelmia aritmeettisten lukujonojen ja summien opiskelussa. Tama voitiin
todeta jo aikaisempien tutkimusten tuloksista, missa todettiin, ettei suurin osa opiske-
lijoista ymmarra aritmeettisen lukujonon ja summan késitettd oikein. Opiskelijoilla on
vaikeuksia kdyttdd aiheen madaritelmia ja sen kaavoja oikein [12]. Oppimisvaikeudet ja
opiskelijoiden vahéinen kasitteiden ymmaéartaminen johtuvat monista syista. Pédasyina pi-
detdan opettajien perinteisid opetusmuotoja, missi opettajat ovat hallitsevassa asemassa
oppimisprosessia seké opetuksen keskittyminen oppikirjaan tunnilla [12]. Tutkimuksessa
keskitytadn ongelmaldhtoiseen oppimiseen, missa opiskelijat kerdavit uutta tietoa ja
kayttavat sitd ongelmanratkaisuun. Tamé oppimismuoto yhdistetdan sovelluspohjaiseen
opiskeluun, miké lisda opiskelijoiden mielenkiintoa ja syventymista oppimiseen [12].
Monipuolinen lahestymistapa on myos hyva tapa tukea mahdollisimman montaa opiskeli-
jaa, silla opetustilanteesta 16ytyy yleisesti monenlaisia oppijoita. Matemaattisen esityksen
seuraamiskyky, matematiikasta keskustelu, véitteiden perustelu seka eri muodoissa tar-
jotun informaation arviointi ovatkin myo6s lukion matematiikan opetussuunnitelman
yksi keskeisimpié tavoitteita. Analysointi- ja lukutaitoa onkin siis hyvé kehittdé yleisesti
matematiikassa.

Useat tutkijat ovat osoittaneet, etta opiskelijoiden matematiikan kiinnostus on edelleen
vahaistd. Useiden opiskelijoiden mielestda matematiikka on tylsda ja vaikeaa, siind on
paljon abstrakteja teoreemoja, joita on vaikea ymmartad eikda matematiikkaa nédhda
kovinkaan kéytannollisena. Toisena syynéd pidetddn myos tunneilla kaytettavad opetus-
ja oppimisprosessia, joka on hyvin mekaaninen eikd huomioi opiskelijoiden omia tarpeita.
Oppiminen ndhdadn enemmaéankin prosessina, jossa tietoa vain siirretdén suoraan opiske-
lijoille. Opiskelijoiden olisi hyvi antaa rakentaa tietdmystéddn pohdinnan keinoin, mika
tapahtuu toiminnan kautta uudessa tiedossa [1].

Azmidar kay artikkelissaan ldpi sitéa, miten opiskelijoiden mielenkiinto on tarkeda sailyt-
tda oppitunneilla matematiikassa ja miten se voidaan toteuttaa. Artikkelissa tutkitaan



Concrete-Pictorial-Abstract -menetelmaéd ja sitd, miten se vaikuttaa opiskelijoiden
matemaattiseen mielenkiintoon [1]. Azmidarin mukaan syitd opiskelijoiden alhaiseen
mielenkiintoon ovat muun muassa, ettd heidan mielestdan siind on ainoastaan numeroita,
kaavoja, teoriaa seka tehtavia, mitka esitetddn ainoastaan abstraktissa muodossa ilman
mitddn soveltavia esimerkkeji. Azmidarin mukaan ne opiskelijat, joilla on paljon mielen-
kiintoa asiaan, ovat myos enemméan motivoituneita ja omaavat positiivisemman asenteen
matematiikan opiskeluun.

Concrete-Pictorial-Abstract -menetelméssé ideana on, etté opiskelija saa késitelld jotain
konkreettista, arkista asiaa, ennen kuin se liitetd4n suoraan teoriaan [1]. TAm& menetel-
ma on otettu kiyttoon kirjassa aritmeettisen summan todistamisessa.

Ensin opiskelijalle annetaan joku fyysinen asia, mitd han voi kasitelld ja opettaja de-
monstroi ja esittdd objektiin liitettavid asioita (konkreettinen vaihe). Kirjaan otetussa
tapauksessa opiskelijalle annetaan ruutupaperia. Ruutupaperille hian ensin piirtaa an-
nettujen ohjeiden mukaisesti jonkin sopivan kuvion jonka jalkeen hén leikkelee sen
saksilla irti paperista. Paperin lisdksi todistuksen pystyy tekeméain myos Lego-palikoilla.
Valitsemansa muodon perusteella han tayttaa tyota varten annettua taulukkoa.

Tamén jalkeen opettaja antaa havainnollistavan kuvan, kuvaajan tai muun vastaavan
tilanteesta ja antaa opiskelijoille aiheeseen liittyvid kysymyksia (kuvallinen vaihe) [1].
Kirjan tyossa opettaja havainnollistaa seuraavaksi opiskelijoille, miten heidén valitsemas-
taan muodostaan on muodostunut aritmeettisen lukujonon kuvaus ja miten tuon kyseisen
muodon avulla voidaan laskea heiddn itse muodostamansa sarjan summa noudattaen
suoraan aritmeettisen summan méaritelméaa.

Kolmannessa vaiheessa kuvitetusta tilanteesta siirrytaén tilanteeseen, missa sama asia on
esitetty vain numeroilla ja opiskelijat paasevéit ratkomaan kysymyksié soveltaen askettain
oppimiaan asioita matemaattisesti (abstrakti vaihe) [1]. Kirjan tapauksessa opiskelijat
paasevétkin perinteisempadn oppimismuotoon ja voivat uppoutua nyt kappaleen poh-
dintatehtaviin ja esimerkkeihin. Tehtavia tehdessdan he voivat todeta numeroilla saman
ilmion, minka he itse tekivat aiemmin paperilla.

Artikkelissa todettiin, ettd kyseiselld menetelméalld on positiivinen vaikutus opiske-
lijoiden mielenkiintoon matematiikassa. Tutkittu menetelméd viahentad opiskelijoiden
turhautumista sekéd mahdollista matematiikkaan kohdituvaa masennusta tai ahdistus-
ta. Azmiradin mukaan opettajan ldhestymistavalla on suuri vaikutus opiskelijoiden
kiinnostukseen matematiikassa [1]. Témén vuoksi kyseinen kirjaan valittu menetelma
on erittdin tarked. Kyseinen artikkeli on vahvasti mukana pohdinnassa A.19. Kirjan
ulkopuolella tapahtuvan tehtédvan avulla opiskelijat voivat uppoutua uuteen aiheeseen
osoittaen enemman mielenkiintoa.

Motivaation yllapitoa luokassa on tutkittu jo jonkin aikaa. Tutkijat haluavat sel-
vittad, miten opiskelijat saataisiin saavuttamaan enemmén matematiikan tunneilla.
Kirjassa How The Brains Learn Mathematics Kathie Nunley késittelee kyseista aihetta.
Hén kertoo, ettd motivaation puuttuminen on yksi padsyistd, miksi opiskelijat eivat
menesty matematiikassa. Opiskelijat eivat koe olevansa tarpeeksi hyvid tai ettd he eivat
pysty tekeméan tarpeeksi toita parjatakseen matematiikassa. Ennen pitkaa opiskelijat
kokevat itsensa avuttomiksi tilanteen kanssa ja tuntevat, ettd mitd tahansa he tekisi-
vatkin, he eivat menesty matematiikassa. Nain ollen he tuntevat, ettei heiddn kannata
edes yrittda oppia matematiikkaa. Jotkut opiskelijat eivit myoskdan Nunleyn mukaan
koe aiheen oppimista térkedksi. Kaikkea kuitenkin yhdistda itse saavutetun motivaation



puute ja se etteivit he sen vuoksi menesty.

Nunley kertoo, etté opiskelijoiden motivaation avuksi heidén tulisi ndhda yhteys heidan
kaytoksenséd ja lopputuloksensa valilld. Tamé edellyttaa sitda, ettd he kokisivat heilla
olevan jonkinlainen kontrolli heiddn oppimisympéristoonsa. Tamén kontrollin tunteen
mukana tulee my6s tunne vastuusta. Tama pddatelméd on suuressa osassa téitd kirjaa ja
sen tavoitteita. Eritysesti naiden kappaleiden teorian painotuksen vuoksi.

Paatelman seurauksena kehitettiin kerroksittainen oppisuunnitelma, jonka kayttoon
kuuluu kolme erilaista kerrostettua opetusta, jotka yhdessa lisdavéit opiskelijan moti-
vaatiota ja kannustavat monimuotoiseen ajatteluun. Nunleyn mukaan matematiikan
opettajilla, jotka pyrkivat opiskelijoiden tehokkaaseen aivotyoskentelyyn luokassa, on
kolme tavoitetta.

Ensimmaiseksi he haluavat kasvattaa opiskelijoiden motivaatiota saamalla heidat emo-
tionaalisesti mukaan oppimiseen. Taméan puolesta uusien materiaalien ensimmaiset
esiintymiset ja pohjustusosuudet on tehty helposti lahestyttiviksi samalla tarjoten hyvin
informaatiota, jolloin edistyksekkédat opiskelijat eivat koe haasteen puutetta. Pohjustus
uuteen aiheeseen on annettu mahdollisimman monipuolisesti, jotta kaikenlaiset oppijat
paasevat aiheeseen mukaan.

Toiseksi he haluavat opiskelijoiden matematiikan taidot tasolle, jossa he voivat kayttéda
niitd kdytannossa ja siten luovan niille merkitystd. Tata varten uuden aiheen opetus
on tehty hyvin helposti ldhestyttavasti ja aiheista l0ytyy hyvin mallitehtéavia, joita voi
seurata. Lisdksi mallitehtavit vastaavat hyvin osaa pohdintatehtévista sekd ensimmaisia
kappaleiden harjoitustehtivia. Néaista seuraavat pohdinnat ja harjoitukset lisdavat opis-
kelijoille haastetta sopivasti. Kirjasta 1oytyy myos paljon tehtavia, missa matemaattiset
pulmat on asetettu opiskelijoille huomattavasti ldhestyttavimpaén teemaan.
Kolmanneksi opettajat pyrkiviat etsimdan tapoja, joilla rohkaista opiskelijoita ajat-
telemaan korkeammalla tasolla ja yhdistdd oppimaansa aikaisemmin opittuun asiaan
kokonaisvaltaisesti. Néista tarkeimpéana on opiskelijoiden saaminen mukaan oppimiseen,
silla ilman opiskelijan motivaatiota opettaja ei voi saavuttaa kahta muuta tavoitetta.
Tamé on suunniteltu toteutettavaksi kirjan pohdintatehtavilld, joilla opiskelijat voivat
ryhmissé tai koko luokan kesken pohtia tehtévia yhdessa. Lisdksi toki tehtédvien teke-
minen yhdessé on erittdin suositeltavaa. Nain opiskelijat voivat tehostaa oppimistaan
tuomalla ajatuksensa esille ja opettamalla samalla muita opiskelijoita [13].

Kerrostamisen eri vaiheita ovat:

1. Annetaan vapaus valita
Kun opiskelijoille annetaan vaihtoehtoja, mita tehda, he voivat kontrolloida
omaa opiskeluaan ja néin ollen heiddn motivaationsa kasvaa. Opiskelijoille voi
esimerkiksi antaa kirjasta eri tehtdvid vaihtoehdoksi tai erilaisia opiskelumuotoja
mista valita kuten tehtavia tietokoneella tai erilaisia videoita asiaan liittyen.

2. Pitaa opiskelijoita itse vastuussa opiskelustaan

Ideana on, ettd opettaja pyrkisi pisteyttdmadn ja arvostelemaan opiskelijoi-
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den suorituksia itse oppimisesta eikd suoranaisesti tehtévien tekemisesta. Arvoste-
leminen vain luokassa nékyvin tyon ja koearvosanan perusteella on haastavaa. On
vaikeaa huomata, onko opiskelija oppinut jotakin vai nayttanyt vain tekevan tyota
ja oppinut asioita ulkoa. Itse oppiminen voitaisiin nahdéa esimerkiksi pistokokeilla,
pienilla ryhmétyoskentelyilla tai pyytamalld opiskelijoita selittdméaédn asian suulli-
sesti.

3. Rohkaista opiskelijoita korkeatasoiseen ajatteluun

Uuden oppimisessa tarkoituksena on, ettd opiskelijat osaisivat yhdistdaa van-
haa asiaa uuteen loytamalla yhtaldisyyksid. Oppisuunnitelman kerrostaminen
ohjaa monimuotoisen ajattelun suuntaan jakamalla ohjeistuksen kolmeen osaan:
perustehtéaviin (1), soveltaviin tehtaviin (2), ja arkielamén sovelluksiin ja niiden
analysointiin (3). Kaikki opiskelijat aloittavat ensimmaéisesté osiosta jossa on perus-
tehtavid, jotka opettavat uutta asiaa konkreettisesti. Toisessa osiossa on soveltavia
tehtavia, jotka vaativat ongelmanratkaisutaitoja, soveltavuutta ja asian hallintaa.
Tehtéavien tarkoituksena on liittda uutta tietoa laajemman kokonaiskuvan kautta.
Kun nama kaksi osiota on saatu hoidettua, voi opiskelija siirtya viimeiseen osioon,
jossa on arkielamadn soveltuvia tehtévia. Tehtavat kehittédvat kriittistd ajattelu-
tapaa. Tehtaviat myos osoittavat, miten matematiikka nayttaytyy ympérillimme
[13].

Kaikkien opiskelijoiden oletetaan suorittavan kaikki kolme tasoa. Opiskelijat voitaisiin
arvostella heidan suorituksensa perusteella, missa pisteitd saisi sitd enemman, mita pi-
demmidlle tasoissa padsee. Kaikki opiskelijat eivat vélttdmaétta ole saavuttaneet tarpeeksi
ymmarrysta ratkaistakseen tason 3 tehtavida. Kuitenkin ideana olisi, ettd opiskelijat
yrittaisivat kaikkia tasoja saadakseen laajan kokonaiskuvan aiheesta [13].

Taméan vuoksi tehtavit on pyritty tekemaédn kirjassa monipuolisesti monelle eri tasolle
ja huomioida opiskelijoita monipuolisesti siten, ettd kaikille 16ytyy vaihtoehtoja. Kappa-
leiden tarjoamat tehtavéit ovat monitasoisia. Harjoitustehtavat-osioista 16ytyvét tehtéavat
etenevat siten, ettd ensimmaiset osion tehtédvat ovat suunniteltu olemaan kappaleen
helpoimmat tehtévat. Taso etenee, kun harjoituksissa edetdan pidemmalle. Loppupéaassa
on jo soveltavampia, joita kaikki eivat valttamatta saa tehdyksi. Tehtavia ei ole erikseen
merkitty kirjassa eritasoisiksi mahdollisten suorituspaineiden vuoksi, joita opiskelijoilla
voi esiintyd keskustellessaan tehtédvistda muiden opiskelijoiden kanssa. Opettajan on
hyva ohjata opiskelijoita itse valitsemaan, mita tehtdvia he haluavat tehdd ja ohjata
hakeutumaan muiden opiskelijoiden luokse, jotka haluavat tyoskennelld ryhmissa. Yksin
tyoskentely on kuitenkin myos téaysin sallittua.

Kun opiskelijoita ohjataan tyoskenteleméaédn, heitd on samalla hyva muistuttaa, etta
he ovat itse vastuussa omasta oppimisestaan. Opiskelijoiden oppimista voi tarkkailla
muun muassa kiaymalla viime tunnin asioita ja pohdintoja lapi ja pyytaa naihin liittyen
opiskelijoita selittamaan asioita itse.

Pohdinta- ja harjoitustehtavat johtavat opiskelijoita korkeatasoiseen ajatteluun. Harjoi-
tustehtédvien edetessa perustehtavista juurikin soveltavampiin ja haastavampiin tehtéviin
opiskelijat saavat aiheesta hyvin kokonaiskuvan. Vaikka opiskelija olisikin osaavampi
aiheen suhteen, on hénen hyva ensin ainakin tutustua myos perustehtaviin.
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Opettajan on siis ainakin hyvé lisdtd eri tason tehtdvid opiskelijoiden tehtédviksi seké
tunnilla, ettd mahdollisesti kotitehtaviksi. Nain opiskelijoille varmistetaan, etté he saavat
laajemman nakokulman aiheeseen liittyen.

Motivaation kehittdminen opiskelijan osaamisella on hyva alku, mutta sitd voidaan
tehostaa entista enemmén saamalla opiskeluun lisda mielenkiintoa. Ihmiset keskittyvéit
helpommin aiheeseen, joka heita kiinnostaa. Tama nékyy paitsi opiskelussa, myo6s myo-
hemmin ty6elamaéssa tai vaikka arjen keskusteluissa.

Opiskelijat eiviat aina nde matematiikan merkityksellisyyttd tai kuinka relevanttia se
voi olla heidan tulevaisuudessaan. Tama koskettaa kaikkia opiskelijoita taitotasosta
riippumatta. Artikkelissa [4] tutkittiin suunnitellun soveltavan kurssin vaikutusta, minké
ideana oli auttaa juuri mainituissa ongelmissa. Kurssin tehtavat oli suunniteltu niin, etté
opiskelijoiden tehtédvien teemoina olisi mahdollisimman mielenkiintoisia aiheita. Aiheet
painottuivat biologiaan, ladketieteeseen ja talouteen/yhteiskuntaan. Tehtavit olivat
matemaattisesti kuitenkin keskendédn vastaavia ja niiden ratkaisutyylit olivat samoja.
Ideana oli vain antaa mielenkiintoinen aihe [4].

Kurssi tuotti tulosta. Opiskelijat eivat ainoastaan oppineet aiheen perusteita vaan he
my0Os onnistuivat laajentamaan heidan kokonaiskuvaansa aiheen nakyvyydesta arkielé-
méassa [4]. Opiskelijoiden on siis hyvd saada tehtdvid, joissa opittua asiaa sovelletaan
arkielaméan jossakin méarin. Pelkkéd konkreettinen aiheen opiskelu teorian kautta vas-
taavan tyyppisiin tehtédviin ei pidd mielenkiintoa niin tehokaasti ylla.
Merkityksellisyytta ja mielenkiintoa on rakennettu tehtévilla, jotka sijoittuvat jollakin
tapaa arkielamaan tai aiheuttavat hilpeytta. Téastd 16ytyy esimerkkeind kirjasta muun
muassa pohdinnat A.16 ja A.29 seké harjoitustehtavat 12 ja 25.

Opetuksen tulee kehittyd ajan kanssa ja siind kaytettdvdd materiaalia tulee sen
vuoksi edistdd muutoksen ohella. Opetuksen tyyli on saanut paljon kritiikkid mate-
maattisen tiedon epéluonnollisesta ilmentymisesta ja kasitteellisen tiedon alkuperan
puutteesta. Sisdllon pysyessd samanlaisena oppiminen héiriintyy ja opiskelijat kokevat
opetettavan aiheen tarpeettomana ja menettavit mielenkiintonsa. Heiddan mielestaan
matematiikka on pitkdstyttavaa ja vaikeaa ymmaértdéd [8]. Taméan vuoksi on siis térkedd
suunnitella asianmukaista ja tehokasta matematiikan opetusta ja nayttaa opiskelijoille,
ettd matematiikka voi todellisuudessa olla hyvinkin mielenkiintoista. Tehokkaan mate-
matiikan opetuksen suunnittelun tulisi johtaa tietdmyksen ja kehityksen tuottamiseen
yksityiskohtaisen opetussuunnitelman avulla, jolla varmistetaan opetuksen jatkuvuus,
eheys ja toimivuus [8].

Y. Lin et al. [8] kasittelevit artikkelissaan tutkimustaan kuuden kysymyksen kognitiivi-
sesta teoriasta geometristen sarjojen ja summien opetuksessa. Teoria on joustava tiedon
metodologia, joka alkaa ongelmatietoisuudesta ja keskittyy teemoihin, jotka liittyvat
toisiinsa. Teorian soveltaminen matematiikan opetuksen suunnittelussa voi reflektoida
hyvin opetuksen luontaista ongelmallisuutta, johdonmukaisuutta ja eheyttd. Kuuden
kysymyksen kognitiivinen teoria perustuu ilmaisuihin missa, miké, miksi, miten, mité jos
ja kuvittele [8]. Jokaisella ilmaisulla on oma roolinsa teoriassa. "Missd” viittaa siihen,
mistd matemaattinen tieto on peraisin ja keskittyy uuden tiedon taustaldhteeseen, ope-
tuksen lahtokohtaan ja uuden tiedon kasvupisteen aktivointiin. Sanat "mika” ja "miksi”
viittaavat sithen, mitka ovat uuden matemaattisen tiedon olennaiset ominaisuudet ja
piirteet, matemaattisten késitteiden loytdmiseen ja kyseenalaistamiseen seké itse ka-
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sitteiden ydinten l6ytdmiseen. Mika on vanhan ja uuden matemaattisen tiedon suhde
ja mika on niiden eroavaisuus? Tallainen ongelma voi ohjata opiskelijoita vertailemaan
uutta ja vanhaa tietoa ja edistda tiedon syvéillisempad ymmartamista. Sana “miten”
viittaa siihen, miten kyseisen asian voi oppia ja miten sitd voi oppia kayttaméaan.
"Miten” johtaa opiskelijoita kohti ongelmanratkaisua antamalla heiddn kayttad uutta
oppimaansa tietoa. Kyseinen kysymys ei ainoastaan edista uuden tiedon kayttoa vaan se
my0Os koettelee oppimisen tehokkuutta. Ilmaisu "mita jos” johdattelee ajatukseen, jossa
pohditaan mitéd tapahtuu jos ongelma muuttuu jollakin tavalla. Ilmaisun tavoitteena
on kehittda opiskelijoiden kykya kyseenalaistaa ajatuksia ja kasvattaa opiskelijoiden
rohkeutta kysymysten nostamiseen. Sana “kuvittele” viittaa kysymykseen, mika ohjaa
opiskelijaa ymmaéartamadn kokonaisuutta. Kun kysymyksié ja ilmaisuja tuodaan esille,
opiskelijoita halutaan ohjata tarkastelemaan tiedon syntyé, esittdmaén omia ideoitaan ja
poimintojaan annetusta tiedosta toteuttaakseen itsepohdiskelua ja rakentaakseen hyvan
kognitiivisen rakenteen itselleen [8].

Tutkimus osoitti, ettd teorian seurauksena opiskelijat omaksuivat luontaisesti tiedon
ldhteen, olemuksen, yhteyden, soveltamisen, heijastamisen sekd prosessien sarjat [8].
Artikkelissa kéytiin erityisesti lapi myos laskukaavojen johdattamista ja laskujen lapi-
kayntia yksityiskohtaisesti. Taman vuoksi erityisesti pohdintatehtava A.19 on aseteltu
vastaavalla tavalla. Kuuden kysymyksen kognitiivisen teorian kaytto opetuksessa te-
kee oppimisesta luonnollisempaa, herattad opiskelijoiden mielenkiintoa matematiikkaa
kohtaan, vidhentdd jéalkeenjadmistd oppimisessa ja saa opiskelijat huomaamaan, etté
matematiikka ei ole loppujen lopuksi niin haastavaa [8].

Kyseistd artikkelia on kaytetty paaosin kappaleiden ensimmaisissé pohdintatehtévissa.
Mentéessé tdysin uuteen asiaan kaiken tiedon omaksuminen on hyvd muodostaa asiaan
ja aiheeseen sopivin kysymyksin ja niiden muodoin. Monipuolisesti kysymyssanoja kay-
tetdan muun muassa pohdinnoissa A.2 ja A.10. Ilmaisuja nakyy myos mallitehtévissa.
Esimerkiksi mallitehtdva A.9 tuo esille sanan "mité jos” muuttaen ongelmatilannetta ja
herattaen poikkeavaa ajattelua. Suomen kielen vuoksi kyseiset kysymyssanat ja ilmaisut
eiviat ole juuri samoja, mutta viestivat kuitenkin samaa asiaa. Muotoilua 16ytyy myos
harjoitustehtavista 4b.

Kokeellinen oppiminen on yksi kasvatuksellisista trendeistd télla vuosisadalla ja se
on saavuttanut usean péaattajan ja opetusalan henkilén mielenkiinnon monessa eri val-
tiossa ympéri maailmaa [15]. Oppiminen, joka on opiskelijakeskeisté, kokeellista, sisaltda
teknologiaa ja on empaattista, on nyt hyvinkin opetuksen muodin huipulla. Kokeellista
oppimista pidetdan erityisesti matematiikassa erittdin hyodyllisend, silla se auttaa pita-
maan ylla opiskelijoiden tietoja ja taitoja kuin myos vaikuttaa positiivisesti opiskelijoiden
asenteisiin matematiikkaa kohtaan, silld se yhdistaéd tiedon kaksi osaa yhteen: teorian ja
kiytannon toteutuksen [15].

Artikkelissaan D. H. Tong et al. [15] késittelevit kyseistd kokeellisen oppimisen me-
netelméd omassa tutkimuksessaan juurikin aritmeettisten ja geometristen sarjojen
opettamisessa. Tutkimus suoritettiin lukiotason luokalle, jossa oli 39 opiskelijaa. Tutkijat
muodostivat kokeellisen opetuksen ohjelman samalla kun he suorittivat tarkkailuja
luokkahuoneessa ja analysoivat opiskelijoiden ryhmaaktiviteettien vastauslomakkeiden
tuloksia. Lisaksi opiskelijoille jérjestettiin testit ennen tutkimusta ja sen jélkeen. Testit
arvioitiin ja niita vertailtiin, jotta tutkijat pystyivat seuraamaan opiskelijoiden oppimisen
ja heidan tutkimuksensa lopputuloksia. Opiskelijoille jaettiin myos kyselyt asenteista
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kokeellista oppimista kohtaan [15].

Tutkimus suoritettiin maérittaméaan kokeellisen oppimisen tehokkuutta ja toteutet-
tavuutta aritmeettisten ja geometristen sarjojen lukio-opetuksessa. Tutkimuksessa
kéasiteltiin seuraavia kysymyksia:

1. Miten opiskelijat oppivat aritmeettiset ja geometriset sarjat heidédn oppikirjastaan?

2. Voivatko opiskelijat oppia tehokkaammin kokeellisella oppimisella ja voivatko he
néin kehittad heiddn oppimistaan?

3. Miten opiskelijoiden osallistuminen, motivaatio ja asenne matematiikan oppimista
kohtaan on muuttunut, kun heitd on opastettu kokeellisessa oppimisessa? [15]

Tutkimus osoittautui kokeelliselle oppimiselle myonteiseksi. Luokkahuoneen tarkastelun
perusteella opiskelijat innostuivat kokeellisesta oppimisesta, osallistuivat innokkaammin
oppimisaktiviteetteihin ja keskustelivat innokkaasti ratkaisuista ryhmissa. Keskustelles-
saan ratkaisuista opiskelijat alkoivat myts huomata itse paremmin oman oppimisensa
ja kehityksensa. Lisdaksi opiskelijoiden téyttaman kyselyn perusteella opiskelijat olivat
huomattavasti enemman motivoituneita matematiikkaa kohtaan ja heiddn asenteensa
osoittautui hyvin positiiviseksi [15].

Artikkelissa ilmenevien tulosten takia kirjaan on haluttu ottaa tehtavid, jotka ovat
samaa tyylid kuin tutkimuksessa. Reaalimaailman tyyliset esimerkit kiinnittéavat
huomiota ja piristysta opiskelijoissa. Tésta syystd kirjasta 16ytyy pohdintoja, ku-
ten A.23 ja A.37. Kirjaan on myo0s otettu vastaavan tyylisid mallitehtavida. Nama on
lisdtty kirjan extra-osioon, missa kdydéaan annuiteettia lapi mallitehtéavissa A.30 ja A.31.

Nykyadn lukioissa kdytetdan paljon sahkoisia materiaaleja. Naiden sahkoisten ma-
teriaalien takaa 16ytyy myo6s monia sovelluksia, joista yksi on tassakin kirjassa kaytetty
GeoGebra. Taméan vuosisadan koulutustaso pyrkii kehittdméaan opiskelijoiden reaalimaa-
ilman ongelmanratkaisutaitoja laskennallisesti [11]. Tamén vuoksi on kehitetty paljon
erilaisia opiskelumetodeja, joista yksi on ongelmalahtoinen oppiminen. Ongelmalahtoisen
oppimisen etuna on, etta se vie opiskelijaa pois rutiinin omaisesta oppimisesta. Matema-
tiikan tapauksessa ongelmalédhtoinen oppiminen siis vie pois perinteisesta laskutehtavien
tekemisesta.

R. Ramadhani ja S.D. Narpila ovat tutkineet artikkelissaan [11] GeoGebran hyodylli-
syytta juurikin ongelmaldhtoisesséd opetuksessa. Heiddn mukaansa monilla opiskelijoilla
on vaikeuksia erilaisissa oppimistilanteissa, joissa tulisi ratkaista sovellettuja ongelmia.
Opiskelijat eivit osaa 16ytdéd ongelmaa tai avainta sen ratkaisuun. Artikkelissa tutkitaan,
miten ongelmaldhtéinen oppiminen toimii GeoGebran kanssa. Taman lisdksi tutkijat
ovat halunneet lisdtda oppimisen tehokkuutta ja kiinnostavuutta valitsemalla ongelmien
taustalle aiheen, mika koskettaisi opiskelijan elaméa jollakin tavalla [11].

Tutkimus suoritettiin lukio-opiskelijoille. Tutkimusta varten valittiin kolme luokkaa,
joille kaikille opetettiin sama asia, mutta vain eri tavalla. Ensimmaéisen luokan oppi-
mismuotona oli opiskelijan eldmaé koskettava ongelmaldhtoinen oppiminen GeoGebran
avulla. Toinen luokka kéytti opiskelumuotonaan tavallista ongelmalahtoista oppimista.
Kolmas luokka opiskeli perinteisella opettajajohtoisella tavalla. Tutkimuksen tulos saatiin
vertailemalla niita kolmea luokkaa keskenéaéan seké heidan oppimistaan [11].
Tutkimuksen tulosten perusteella ongelmaldhtoinen oppiminen itselle tutulla aiheella
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GeoGebran avulla oli tehokkaampaa kuin pelkké ongelmalahtéinen oppiminen tai perin-
teinen oppimismuoto. Opiskelijat ymmaérsivit ongelmia ja niihin tarvittavia ratkaisuja
paremmin, kun ongelman aihe oli heille jo ennestaan tuttu. Opiskelijat myos analysoivat
ongelmaa enemmaén ja tehokkaammin, mika on lukio-opiskelijoille erittdin tarkedaa [11].
Myo6s GeoGebralla oli suuri vaikutus opiskelijoiden oppimismenestykseen. Teknologian
lisadminen opetukseen antoi mahdollisuuden kuvastaa ongelmaa monipuolisemmin ja
tehokkaammin, miké auttoi opiskelijoita esitteleméan helpommin heidén ratkaisujaan.
GeoGebra helpotti opiskelijoita ymmaéartaméén uutta asiaa ongelmanratkaisussa [11].
GeoGebran suuren tarjoaman hyodyn vuoksi sitd on kaytetty myos téssa kirjassa te-
hokkaasti. Sen avulla on voitu kuvata aritmeettisia ja geometrisia lukujonoja eri tavoin.
Tama nakyy pohdinnoissa A.4, A.5, A.12 ja A.13. Sen avulla on myos esitetty vas-
taavien jonojen summia. GeoGebraa on myos kannustettu kdyttaméan kirjassa sen eri
osissa, vaikka tehtdvananto ei olisi siihen suoraan ohjannut.
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A Lukujonot ja summat

A.1 Aritmeettinen lukujono

Tietyssé jarjestyksessa olevia lukuja kutsutaan lukujonoksi. Lukujonossa sen jasenet
merkitaan sulkeisiin ja jasenet erotetaan toisistaan pilkulla.

Esimerkki A.1 Lukujonossa (4,8,12,16) on nelji jasenta.
Lukujonossa (2,5) on kaksi jasentd ja lukujonossa (—%, 7, —2,78) on nelja jasenta.

Pohdinta A.2 Laatikoita pinotaan tasaiseen tahtiin

(a) Milta seuraava pino laatikoita nayttaa?

(b) Mité eri vaiheiden valilla tapahtuu?

(c) Montako laatikkoa on 8. vaiheessa?
)

(d) Miten voidaan maarittd4a minka tahansa vaiheen laatikoiden maara?

Maaritelma A.3 Lukujonoa, jossa jésenet saadaan lisdamaélla sama lukumaéra uu-
destaan (vakio) edeltaviadn jaseneen, kutsutaan aritmeettiseksi lukujonoksi. Toisin sa-
noen lukujono (ay, as, ...) on aritmeettinen, jos

d= Aptr1 — Ap

on vakio eli sama luku riippumatta indeksistd n. Lukua d kutsutaan differenssiksi.
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Pohdinta A.4 Aritmeettisuutta pystytadan mallintamaan helposti pylvasdiagrammin
avulla. Kuvassa oleva pylvasdiagrammi on muodostettu GeoGebralla. Siiné esiintyy
aritmeettinen lukujono, jossa on kuusi jasenta.

Jasenst

a1 an az g as ag

1. Mita lukuja jonon jasenet ovat?
2. Mika on jonon differenssi? Misté sen saa selville?
3. Jos jono jatkuisi, mika olisi sen seuraava jésen?

Aritmeettinen lukujono pystytddan mallintamaan myos lineaarisen kuvaajan avulla. Ku-
vaajasta huomataan, ettd x:n kasvaessa y:n arvon kasvu on vakio. Eli toisin sanoen pai-
kalla x olevien jésenten y valilla on paikasta riippumaton differenssi d.
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1,

Lukujonon aritmeettisuutta on hyvé tutkia muutoinkin, kun vain kuvaajan kuvasta. Jot-
kut tehtévat voivat olla paremmin ldhestyttavia tallaisten kuvaajien avulla. Liséksi osalle
sovelluksien avulla ratkaistavat tehtévat voivat olla helpommin lahestyttavissa ja ymmar-
rettéavissa. Taman vuoksi on hyvé tutustua lukujonoihin myos GeoGebran kautta.

Pohdinta A.5 Kuvaajien avulla voidaan havainnollistaa jonon etenemista ja sen ja-
senten etaisyyksia toisistaan. Tutustu aritmeettisen lukujonon kuvaajiin ja pohdi seu-
raavia kysymyksid. Téssa linkki GeoGebra-tehtévaan.

(a) Miten differenssin muuttuminen vaikuttaa jonon alkioihin?
(b) Miten jasenten differenssin voi 16ytaa suoraan funktion f lausekkeesta?

(c) Miten minké tahansa jisenen arvo voidaan 10ytééa funktion f lausekkeesta?
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GeoGebran avulla voi helposti vastata lukujonoihin liittyviin kysymyksiin. Kyseista tapaa
voi siis hyvinkin kéyttaé, vaikka tehtdvananto ei sithen viittaisikaan. On kuitenkin hyva
osata esittad osaamistaan myos paperilla tai muuten sovellusten ulkopuolella.

Pohdinta A.6 Tutki alla mainittuja lukujonoja.

(a) Onko lukujono (—3,1,5,8,...) aritmeettinen?

(b) Onko lukujono (1, —%, —%, —%, ... ) aritmeettinen?

Pohdinta A.7 Timolla on 3 € sddstopossussa. Timon &iti lupaa antaa Timolle 5
€ viikkorahaa ensi viikosta alkaen. Olettaen, ettd Timo ei kiytd rahojaan, ilmoita
taulukkolaskennalla hénen viikottaiset saédstonsa 10 viikon ajalta. Paattele lopuksi,
miten saisit n. viikon rahamééréin laskettua, kun tiedetddn vain alkutilanteessa oleva
rahamaara ja viikkorahan suuruus.

Pylvasdiagrammi muodostetaan seuraavanlaisesti:

1. Avaa GeoGebra ja valitse "Taulukkolaskenta”.

2. Muodosta taulukko, missa on kaksi saraketta. Alla olevassa kuvassa ensimméai-
sessa sarakkeessa ovat jonon jasenet lueteltuna 1-6. Toisessa sarakkeessa ovat
jonon jasenien arvot.

A B

N O o D N

N O B W N
D g e W N =

3. Maalaa kaikki jasenet sekéd niiden arvot ja valitse ylla olevasta valikosta dl
-vaihtoehto ja valitse "Yhden muuttujan analyysi”.

4. Nyt néytollesi on ilmestynyt pylvasdiagrammi. Valitse diagrammin ylla olevasta

=

valikosta. & -vaihtoehto ja valitse "Kopio piirtopdydalle”. Tamén jilkeen voit
sulkea tdmén osion ja siirtya piirtopdydalle.

5. Valitse piirtopoydéan asetukset. Ensin muokkaa mittasuhteita niin, etta diagram-
mi nayttad selkeAmmalta.

6. Siirry x-akselin asetuksiin. Ota "Nayta asteikko” pois péaltd ja kytke péaalle
"Vain positiivinen suunta”. Valitse myos "Etaisyys” ja valitse 1. Muokkaamal-
la ”Nimi” -osiota voit saada haluamasi nimen x-akselille, kuten aikaisemmassa
kuvassa nakyy ”Jésenet”.
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7. Siirry y-akselin asetuksiin. Kytke péaalle ”Vain positiivinen suunta”.

8. Valitse GeoGebran ylapuolelta ~ -vaihtoehto ja valitse "Lisaa teksti”. Nain voit
nimetéd jokaisen pylvaan niitd edustavalla jasenelld. Viimeisen pylvadn juurelle
saattaa ilmestya numeroarvo. Sen saa pois klikkaamalla oikeaa hiirinappéinta ja

29

kytkemalld "Nayta nimi”’ pois paalta.

Lause A.8 Aritmeettisen lukujonon n:s jasen
ap=a1+(n—1)-d,

missd a; on jonon ensimmainen jésen, d on perattaisten jasenten erotus ja n on
jarjestysluku.

Mallitehtava A.9 Lukujono muotoa (1, 3%, 6%, ...) on aritmeettinen.

(a) Maarita jonon 78. jisen ars.
(b) Monesko jésen 681 on?

(¢) Kuuluuko luku 7913 kyseiseen jonoon?
Ratkaisu

(a) Lasketaan aluksi perattiisten jasenten erotus ja selvitetdan d:

2 2
d:ag—a1:3§—1:2§.

Nyt voidaan laskea 78. jasen kayttamalla aritmeettisen lukujonon tulosta:
a, = a; + (n —1)d.
Sijoitetaan jonon ensimmainen jasen, jarjestysluku ja jasenten erotus maéaritel-

maan: 5
a78:1—|—(78—1)2§

1
arg = 206§
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(b) Sijoitetaan kysytty jésen, jonon ensimmaéinen jasen ja jasenten erotus madritel-

maan: )
681 =1+ 22 22
= n-2——2—
3 3
2 2 2
22 = 6822 125
"4y 3 I 23
n = 256.

(c) Tehtévan ratkaisemiseksi oletetaan, ettd kyseinen luku kuuluu kyseiseen luku-
jonoon, jolloin tulee selvittad sen jéarjestysluku.
Sijoitetaan kysytty jdsen, jonon ensimmaéainen jisen ja jasenten erotus maéritel-
maan: 5
7913:1+(n—1)-2§
7913 =1+ 22 22
= n . —_ — J—
3 3
2 2
n-2-="7914-
3 3
n = 2968.

Néin ollen luku 7913 kuuluu kyseiseen jonoon.
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A.1.1 Harjoitukset

1. Maarita aritmeettisen lukujonon viides ja n:s jasen, kun

a) a; =0jad=3,
b) a; =1jad= —4,

C) a)p = 8Ja 15 = 30.

2. Keksi kolme aritmeettista lukujonoa ja laske niiden kuusi ensimmaista jasenta.

3. Aritmeettisessa lukujonossa on 18 jasenta. Sen ensimmainen jésen on 60 ja sen jasenten
erotus on —5. Méarita jonon kymmenes ja viimeinen jéasen.

4. Lukujono muotoa (—12, =73, —3,...) on aritmeettinen.

a) Maarita jonon 40. jasen.

b) Kuuluuko luku 1185 jonoon? Jos kuuluu, niin kuinka mones jésen se on?

5. Talon seinasta ldhdetadn rakentamaan aitaa kohti pihan rajaa, joka sijaitsee 20 met-
rin padssi. Aitaa varten maahan kiinnitetadn tukipylvaét tasaisin valimatkoin. Kuinka
kaukana seinasta kolmas tukipylvés on, kun pylvaita kiinnitetddn 15 kappaletta?

6. Neljalla jaolliset luonnolliset luvut vélilla 20 — 424 muodostavat aritmeettisen lukujo-
non. Monesko jasen luku 132 on?
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A.2 Geometrinen lukujono

Pohdinta A.10 Timo sairastuu flunssaan ja tartuttaa kolme henkil6d. Namé kolme
henkiloa sairastuttavat kolme uutta henkil6éd ja niin edelleen.

2 iﬁ
2 T W
g ﬁﬁﬁﬁ

a) Milta seuraava joukko sairastuneita nayttaa?

(a)

(b) Mité eri vaiheiden valilld tapahtuu?

(c) Paljonko sairastuneita on 5. vaiheessa?
)

(d) Miten voidaan maarittda minka tahansa vaiheen sairastuvien lukuméaara?

Maaritelma A.11 Lukujonoa, jossa seuraava jasen saadaan edellisestd kertomal-
la se tietylla vakiolla, kutsutaan geometriseksi lukujonoksi. Toisin sanoen lukujono
(ay,as,...) on geometrinen jos
a
q= n+1, n=1,23, ..,

Qp

on vakio eli sama luku riippumatta indeksista n. Lukua g kutsutaan suhdeluvuksi.
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Pohdinta A.12 Geometrisuutta pystytadn mallintamaan pylvisdiagrammin avulla.
Kuvassa oleva pylvisdiagrammi on muodostettu GeoGebralla. Siind esiintyy geomet-

rinen lukujono, missa on viisi jasenta.

A B 16
1 1 2
2 2 3
3 3 45
4 4 6.75 i
5 5 10125
6 6 15188
7
8 12
9
10
1 10
12
13
14
15 s
16
17
18
19 &
20
21
22
23 4

[N VRN SR SR TR SRR )
SO o m -3 g
=

I~
k)

1. Mika on jonon suhdeluku? Mista sen saa selville?
2. Jos jono jatkuisi, mitké olisivat seuraavat viisi jasenta?

Jasenet

a1

ag

e

as

G

Geometriset lukujonot pystytddn havainnollistamaan myos eksponenttifunktion avulla.
Kuvaajasta huomataan, ettd x:n kasvaessa myoOs y:n arvo kasvaa suhteessa enemman
joka valilla. Eli toisin sanoen paikalla z olevien jasenten y vélilla on suhde gq.
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16

15

14

13

12

11

10

[ws)

Pohdinta A.13 Kuvaajien avulla voidaan havainnollistaa jonon etenemistéa ja sen ja-
senten etdisyyksié toisistaan. Tutustu geometrisen lukujonon kuvaajiin ja pohdi seu-
raavia kysymyksid. Téssa linkki GeoGebra-tehtévaan.

0

(a) Miten suhteen muuttuminen vaikuttaa jonon jaseniin?
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(b) Miten jasenten vélisen suhteen voi l6ytaa suoraan funktion f lausekkeesta?

(¢) Miten minké tahansa jasenen arvo voidaan 10ytda funktion f lausekkeesta?

Pohdinta A.14 Tutki alla mainittuja lukujonoja

€
R

(a) Onko lukujono (1, 3, ) geometrinen?

Bl o=
DIe g

(b) Onko lukujono (—

,—3,...) geometrinen?

bl

Pohdinta A.15 Yritys teki ensimmaéisen vuoden aikana 10 000 € voittoa. Heidan
ennusteensa mukaan heidan voittonsa tulee kasvamaan vuosittain 20%. Ilmoita tau-
lukkolaskennan avulla heidan vuosittaiset voittonsa kuuden vuoden ajalta. Péattele
lopuksi, miten n. vuoden ennuste saadaan laskettua, kun tiedetdan vain ensimmaéisena

vuonna tehty voitto ja ennuste.

Lause A.16 Geometrisen lukujonon n:s jasen

missd a; on jonon ensimmaéinen jésen, g on perattaisten jasenten suhde ja n on

jonon jasenen jarjestysluku.

Mallitehtava A.17 Geometrisen jonon ensimmainen jasen on a; = 2 ja 37. jisen on

(a) jonon perattaisten jasenten suhde ¢ > 0,

(b) jonon seitsemds jasen as.

Ratkaisu

(a) Geometrisen jonon (a,) perédttaisten jasenten suhde on ¢. Télléin jonon 37. jasen

on muotoa
36
a3z7 = ¢ a.
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Tiedetéan, ettd a; = 2 ja agy = 240, jolloin saadaan yhtalo

36
q - ap =agy

q*° -2 =240 [): 2
g% =120 %
q = V120.

(b) Jonon seitsemés jasen on muotoa

a7 = qﬁal.
Lasketaan jasenen arvo
ar =q6a1
=( V120)° - 2
—120% - 2
=2 . 1208

=2v120.

Sama esimerkki voidaan laskea myos kédyttamaélla GeoGebran CAS-laskinta. Ratkais-
taan esimerkin a-kohta seuraavanlaisesti:

1. Aloita kirjoittamalla "Ratkaise” ja valitse "Ratkaise (Yhtdlo, Muuttuja)”.

1 Ratkaise x=
Ratkaise e Ratkaise @
RatkaiseDY 4

X Ratkaise( Yhtald x muuttujana )
RatkaiseKolmannenAsteenPolynomi

X Ratkaise( Yhtald, Muuttuja )
RatkaiseNumeerisesti 4

o Ratkaise( Yhtalslista, Muuttujalista )
RatkaisePisteina 4

Ratkaise( Lista parametrisia yhtaldita, Muuttujalista )

Ratkaise( Yhtald, Muuttuja, Lista oletuksia )

2. Kirjoita sulkeiden sisédén lauseen A.16 mukainen yhtélo ja merkitse tehtédvissa
annetut arvot yhtaloon.

3. Merkitse kysytty muuttuja yhtalon muuttujaksi sulkeiden sisdén pilkun jélkeen.
Muista merkita potenssi.

4. Nyt rivin alapuolelle ilmestyy ratkaistavan yhtalon tulos.

Esimerkin b-kohta voidaan laskea samalla tavalla. Esimerkissa oleva suhdeluku saa-
daan CAS-laskimeen kirjoittamalla "nJuuri(120,36)”.
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Pohdinta A.18 Teron ihailemat kengat maksavat 50 €. Yhtena paivana han huomaa
hinnan laskeneen ja uusi hinta on 25 €. Tero uskoo, ettd kenkien hinta jatkaa puolit-
tumistaan, joten hin paattaa olla ostamatta kenkia. Pitkdn ajan jéalkeen hian huomaa
kenkien olevan poistomyymmissid hintaan 5 €. Onko hinta laskenut Teron odotus-
ten mukaisesti? Perustele vastauksesi visuaalisesti GeoGebralla taulukkolaskennan ja

pylvasdiagrammin avulla.
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A.2.1 Harjoitukset

7. Maarita geometrisen lukujonon viides ja n:s jasen, kun

(a‘) a1:1j3q24a
(b) a1 =5jaq=(-1,5),
(c) as =27 ja ag = 6561.

8. Keksi kolme geometrista lukujonoa ja laske niiden kuusi ensimmaista jasenta.

9. Geometrisen jonon ensimmainen jasen on a; = 3 ja 25. jasen on ags = 537. Maarita

(a) jonon peréttaisten jésenten suhde g,

(b) jonon yhdekséas jasen.

10. Maarita geometrisen lukujonon kolme ensimmaista jésenté, kun

n—1
() @ =10 (1),
(b) ajg =500 - (1,5)'.
11. Yhdistamélla aina tasasivuisen kolmion sivujen puolivélit toisiinsa janalla saadaan

jono siséisia kolmioita. Kuinka mones kolmio on ensimméinen, jonka pinta-ala on vihem-
man kuin miljoonasosa ensimmaéisen kolmion pinta-alasta?

12. Pallo pudotetaan neljan metrin korkeudelta alas antamatta sille yhtaan ylimaaréista
voimaa. Pallon osuessa maahan se pomppaa takaisin ylos menettiaen 20% alkuperéisesté
korkeudestaan. Kuinka monta pomppua pallo tekee, kunnes voidaan todeta ettd se on
lopettanut pomppimisen?

(Huom! Madritetaan tehtdvan kannalta, ettd pallo ei pompi endd, kun sen pomp-
pu yltaa alle 5 cm korkeuteen).

13. Onko esitetty lukujono aritmeettinen tai geometrinen vai ei kumpaakaan?

(a)

(b) (4,—4,4,...),
)

(

d) a, =Tn—2>,
(e) an:%v
(f) a, =1
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A.3 Aritmeettinen summa

Tilanteissa, joissa todetaan muodostuneen lukujono, tarvitaan joskus myo6s lukujonon
jasenten summaa. Tapauksissa, missa jono on pieni ja jésenié ei ole paljon, on mahdollista
laskea summa helposti yksi jédsen kerrallaan. Kuitenkin, jos havaittu lukujono onkin
suurempi, on kaytettiva tehokkaampaa tapaa summan méarittdmiseen. Téssd luvussa
lahdetaan liikkeelle tutustumalla aritmeettisen summan laskemiseen.

Pohdinta A.19 Tutustu aritmeettisen lukujonon jésenten summan laskemiseen.
Aritmeettista summaa voidaan tutkia myos pelkallda paperilla. Kyseinen laskutapa
voidaan néin havainnollistaa my6s konkreettisesti.

Valitaan jokin positiivisista kokonaisluvuista muodostuva aritmeettinen lukujo-
no, jossa on 3-6 jasentd esim. (2,6,10). Kun lukujono on valittu, otetaan esille
ruutupaperia ja piirretdan valittu lukujono paperille. Aloitetaan piirtdminen jasen

kerrallaan niin, ettd tdytetddan niin monta ruutua samalle riville kuin jasenen suuruus
on. Piirretaén seuraava jasen samalla tavalla seuraavalle riville.

Miten valitsemasi lukujonon aritmeettisuus ndkyy piirroksessa?

Piirretddn nyt piirroksen ymparille dariviivat ja sen jalkeen tehdédédn toinen sa-
manlainen piirros myotéillen aikaisempaa piirrosta. Lopputuloksena pitaisi syntyéa
suorakulmio. Alla mallinnus lopputuloksesta auttamaan piirtdmisessa.

Tutki aikaan saatua piirrosta ja pohdi alla olevia kysymyksié:

1. Mika on piirtdmasi suorakulmion leveys?

2. Miké on piirtamési suorakulmion korkeus?
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3. Mité suorakulmion leveys vastaa muodostetussa lukujonossa?
4. Mité suorakulmion korkeus vastaa muodostetussa lukujonossa?

5. Miten piirretyn lukujonon summa liittyy suorakulmion pinta-alaan?

Kun olet pohtinut listattuja kysymyksié, voit alkaa tdydentaméan alla olevaa tauluk-
koa:

Tehtavataulukko
Summa 34+7+11+1512+6+10
Muodostetun
suorakulmion
leveys
Muodostetun
suorakulmion
korkeus
Suorakulmion
pinta-ala
Lukujonon summa
suorakulmion
pinta-alan
perusteella
Lukujonon summa
sen jasenien
perusteella

Taulukon alimmasta sarakkeesta voidaan huomata, ettd tutkittu lopputulos muistuttaa
tasmalleen aritmeettista summakaavaa.

Aritmeettiseen summaan liittyy my6s tarina yhdestd matematiikan historian tun-
netuimmista henkiloistd, C. F. Gaussista. Tarina kertoo hédnen kouluvuosien ajoistaan,
kun hénen tuolloinen opettajansa antoi luokan oppilaille tehtédvaksi laskea yhteen kaikki
luvut valiltd 1-100. Muut oppilaat pahkéilivit annetun tehtédvan parissa, mutta Gauss
ilmoitti lahes vélittomésti saaneensa oikean vastauksen eli 5050. Opettaja oli hamilldan
ja kysyi, miten Gauss oli ratkaissut kyseisen tehtavan niin nopeasti. Gauss kertoi, ettei
han ollut laskenut lukuja suoraan yhteen, vaan hén keksi tavan, milld lukujen summa
voidaan laskea hyvin nopeasti. Tamé kyseinen tapa on se, mika kaytetdan aritmeettisen
summan ratkaisemiseen.

Aritmeettisen lukujonon ensimmaisten n jésenten summaa kutsutaan aritmeettisek-
st summaksi. Havainnollistetaan asia laskemalla sama lasku, minka Gauss laski.
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Pohdinta A.20 Miké on aritmeettisen lukujonon (1,2,3,...,100) jisenten summa?

(Vihje: Laskemalla jasenid yhteen tietylld tavalla voit saada monta samaa lu-
kua yhteenlaskettavaksi. Pohdi myos, mistd lukujonon piirteista laskun arvot on
saatu.)

Lause A.21 Aritmeettinen summa

a; + ay
2 Y

S, =n

missa n on yhteenlaskettavien jasenten lukumaéra, a; on ensimmainen jasen ja a,
on viimeinen jasen.

Todistus

Aloitetaan kirjoittamalla kaikki lukujonon jésenet ensimmaéisen jasenen ja dif-
ferenssin avulla. Alle kirjoitetaan sama lukujono lueteltuna lukujonon viimeisen
jasenen ja differenssin avulla:

S, = a +(a+d)  + o 4 (a+(n=2)d) + (a+(n—1)d)
+ S, = ay, + (ap—d) + --- —|—<an—(n—2)d) —I—(an—(n—l)d)
28, = (a1 +a,) +(a1+a,) + - +(a1+ay,) + (a1 + ay)

Laskemalla allekkain saadaan lukujonon jésenten lukuméaran verran ensimmaéisen ja
viimeisen jasenen summia. Jakamalla vield lopputulos puolittain kahdella paadytaan
yleispatevaan lopputulokseen:

25, =n-(a1+a,) |:2

a + ap
S, =n- 12 )
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Aritmeettisen summakaavan paikkansa pitdvyys voidaan myos esittdd kuvan avulla. Ku-
vassa lahdetdan oletuksesta, ettd aritmeettisen lukujonon voi laskea lauseen A.21 sum-
makaavalla eli

ay + an
ay+ay+az+---+a,=n- 5
d d d d
ajp as as tn—2 dn—1 tn
*r—o —- A —e L ®
4 +az+---+ap

n
ap ap
® A o

ay + ay
2

Oletuksessa esitetty yhtdlo jaetaan puolittain jéasenten lukuméaralla n, jolloin yhtalon
vasemmalle puolelle muodostuu lasku lukujen keskiarvosta. Huomataan, etté keskiarvo
vastaa lukua ‘“*#‘" Summakaavassa lasketaan siis lukujen keskiarvo n kertaa.

Mallitehtdava A.22 Aritmeettinen jono on muotoa (5,29,53,...). Maaritetaan
jonon osajonoksi jono (ag, . ..,a;). Méérita osajonon summa.

Ratkaisu

Ratkaistaan ensin jasenet ag ja ai;, joita varten tulee ensin ratkaista differens-
si
d=ap1 —a, =29 —5=24.

Nyt jésenet ag ja ayy ovat
ag=a1+ (n—1)d=5+5-24 =125,
a1 =a;+ (n—1)d=>5+10-24 = 245.
Nyt kaytetdan aritmeettisen summan lausetta ja ratkaistaan summa

125 + 245

Ss =6 = 1110.
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Pohdinta A.23 Kuntosalin jasenyyden kuukausihinta on 40 €. Tero aloittaa jése-
nyyden itselleen tammikuun alussa ja han saa joka kuukausi yhden uuden kaverinsa
liitttymaén kuntosalin jéseneksi. Paljonko kuntosali on saanut rahaa Terolta ja hanen
ystaviltdan joulukuussa?

A.3.1 Summamerkinta

Lukujonon peréttéisten jasenten summaa merkitdan usein summamerkinnan Y avulla.
Merkinté on otettu kreikkalaisista aakkosista ja se on aakkosten iso sigma.
Summamerkintaédn voidaan yksinkertaisesti merkitd, mistd jonossa olevasta jasenesta
summa alkaa ja mihin jédseneen se loppuu. Alku merkitddn summamerkinnén alle ja vii-
meinen jasen summamerkinnén péalle.

Merkinté .

>

n=3
tarkoittaa summaa as + a4 + a5 + ag + a7 + ag + ag.

Merkinta

. 1,1 ,1,1
tarkoittaa summaa st t+t1+=

Aritmeettisen lukujonon tapauksessa myoOs aritmeettisen jonon summakaava voi-
daan esittdd summamerkinnan avulla muodossa

z”: a, + ay,
Qp =N - .
— 2

=1

Pohdinta A.24 Laske summa taulukkolaskennan avulla

(a)

(b)

50 QJ
=10

Aritmeettisia summia voi laskea GeoGebran taulukkolaskennan avulla seuraavanlai-
sesti:
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. Avaa GeoGebra ja valitse "Taulukkolaskenta”.

. Muodosta taulukko, missa on kaksi saraketta. Ensimmaisessa sarakkeessa ovat
jonon indeksit lueteltuna. Toisessa sarakkeessa ovat jonon jésenten arvot.

. Jonon jasenet voi kirjoittaa katevasti ensin laskemalla parin ensimmaisen jase-
nen arvon. Huomaa néiden jalkeen myos tarkistaa jonon differenssi laskemistasi
arvoista. Taman jélkeen kirjaa seuraavaan ruutuun "=edellinen ruutu + diffe-
renssi . Sitten klikkaa samaa ruutua oikeasta alakulmasta ja raahaa sité jasenten
verran alaspéin, niin saat kaikki loput jasenten arvot.

. Téman jalkeen maalaa kaikki tarvitsemasi jasenten arvot. Voit tarkistaa tarvit-
semasi jasenet tehtavassa olevan summamerkinnan yla- ja alapuolelta tai muus-

sa tapauksessa tehtdvanannosta. Maalauksen jalkeen valitse ylédpuolelta =
vaihtoehto ja valitse summa. Nain jésenten arvojen summa ilmestyy arvojen
alapuolelle. Tarvittaessa laajenna saraketta, jos vastaus on huomattavan suuri.
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A.3.2 Harjoitukset

14. Laske summa

(a)

(b)

(c)

50

> (Tn — 30).

n=11

15. Laske kaikkien kolminumeroisten kokonaislukujen summa.
16. Laske aritmeettisen jonon (12,25,38,...) ensimmaisen 18 jasenen summa.

17. Kauppaan on saapunut juuri ananaspurkkildhetys, jossa purkkeja on 200 kappaletta
ja halutaan kaikki kaupan puolelle ostettavaksi yhteen kasaan. Purkit pinotaan niin, etta
ylimmassa kerroksessa on yksi purkki ja alemmassa kerroksessa on aina kaksi purkkia
enemman kuin ylemmaéssa. Montako purkkia on alimmassa kerroksessa? Montako purkkia
jaa yli?

18. Aritmeettisen lukujonon 15 ensimmaéisen jasenen summa on 200 ja jonon 15. jasen on
4. Maarita jonon ensimmainen jasen sekd jonon ensimmaisen neljan jasenen summa.

19. Merkitse summa 1 —3+5—7-+---+ 97 — 99 + 101 muodossa

ja laske summan arvo.

20. Laske summa
1 n 2 L 3 T n
2n  2n  2n 2n’
21. Aritmeettisen sarjan ensimméinen jésen on -15 ja 15 ensimmaisen jasenen summa on

0. Laske 15 seuraavan jasenen summa.

38



A.4 Geometrinen summa

Pohdinta A.25 Timo sairastuu flunssaan ja tartuttaa kolme henkil6d. Namé kolme
henkiloa sairastuttavat kolme uutta henkilod ja niin edelleen. Kayttéden taulukkolas-
kentaa aloita tutkimaan, miten sairaus jatkaa levidmistaan.

2 a?ﬁ
2 Ty W
g ﬁﬁﬁﬁ

(a) Listaa taulukkoon kaikki uudet sairastuneet eri vaiheissa. Kuinka monta uut-
ta sairastunutta on 20. vaiheessa? Kirjoittamalla sopivan laskun soluun ja sen
nurkasta vetamaélla saat selville tarvittavat vaiheet.

(b) Montako sairastunutta on yhteensé 20. vaiheessa? Jésenet lasketaan yhteen
taulukkolaskennassa samalla tavalla kuin aritmeettisessa summassa.

(c) Vertailun vuoksi laske myo6s sairastuneiden mééra 5. vaiheessa ja 10. vaihees-
sa.

Geometrisen summan laskeminen voidaan suorittaa samankaltaisella ldhtokohdalla kuin
aritmeettisen summan laskeminen. Lasketaan edellisen pohdinnan tapauksessa sairastu-
neiden kokonaisméara, kun flunssa leviad kymmenennen kerran.

Aloitetaan kirjoittamalla suoraan 10. vaiheen sairastuneiden kokonaisméaéra
Sio=1+3+3"+---+3 43"
Kerrotaan nyt koko summa kolmella ja kirjataan se erilliselle riville
3S10=3+32+3%+... 43437 + 31,

Nyt verrataan naitd kahta summaa keskendan. Ainoat luvut, joita ei 16ydy molemmista
summista, ovat 1 ja 3'°. Kaikki muut luvut esiintyviit molemmissa summissa. Lasketaan
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naiden summien erotus:

Sio =1 +3 + 3’ + - + 3° + 3°
—3S0= —3 — 32 - 33 — - 3° — 310
Sio— 351 =1 +0 +0 + o +0 — 310,

Otetaan Siy yhteiseksi tekijaksi ja lasketaan 10. vaiheen jilkeinen kokonaissumma yhtéa-
lonratkaisun avulla:
(1-3)S1o=1-3" |:(1-3)

1— 310

S0 =
10 1—-3
Sio = 29524.

Kyseinen laskutapa voidaan muokata myos yleiseen muotoon samalla tavalla kuin arit-
meettisen summan kaava. Kirjoitetaan ensimmaiselle summalle n. vaiheen jéasenten arvot
ja kirjoitetaan toinen summa ensimmaisen summan ja sen suhteen tulona. Taman jalkeen
lasketaan niiden erotus:

Sp =y + a1q + a1¢? + - + a;q"? + a;q"!
— ¢Sy = —ag —amg® —ag - —ad" —ag”
Sp —qSy, = a1 +0 +0 + - +0 —a1q"

Otetaan S,, yhteiseksi tekijaksi ja lasketaan n. vaiheen jélkeinen kokonaissumma yhtalon-
ratkaisun avulla:

1-¢)Sh=a1—arq" |: (1—¢q)
a; — a1q"
S, =219
l—q
1—qg"
S, = .
aq 1_q

Lause A.26 Geometrinen summa

missd n on yhteenlaskettavien jasenten lukuméara, a; on ensimméinen jasen ja ¢
on suhdeluku.
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Pohdinta A.27 Timo sijoittaa vuoden valein 200 € johonkin yritykseen, jonka osak-
keita han ei vield omista. Hanen sijoituskohteinaan olevien yritysten arvo kasvaa kes-
kiméaarin 1,7% vuosittain. Kuinka paljon Timon uusien sijoituskohteiden osakkeiden
arvo on nykypaivand, kun han aloitti tdmén tavan tasan 40 vuotta sitten?

Myo6s geometrisessa summassa voidaan kdyttad aiemmin esitettyd summamerkintéa.

Pohdinta A.28 Laske geometrinen summa taulukkolaskennan avulla

(a)

(b)

5

Z 471—17

n=1

10
3 2.3
n=0

My0s geometrisia summia voidaan laskea GeoGebran taulukkolaskennan avulla. Sum-
mia lasketaan seuraavanlaisesti:

1.

Avaa GeoGebran taulukkolaskenta ja muodosta taulukon pohja, kuten aritmeet-
tisen summan laskussa.

Jonon jasenet voi kirjoittaa kdtevasti ensin laskemalla parin ensimmaisen jasenen
arvon. Taman jalkeen kirjaa seuraavaan ruutuun ”=edellinen ruutu * suhde ”.
Sitten klikkaa samaa ruutua oikeasta alakulmasta ja raahaa sité jasenten verran
alaspéin, niin saat kaikki loput jésenten arvot.

. Tamén jalkeen maalaa kaikki tarvitsemasi jasenten arvot. Maalauksen jalkeen

valitse ylapuolelta X _yaihtoehto ja valitse summa. Néin jasenten arvojen sum-
ma ilmestyy arvojen alapuolelle. Tarvittaessa laajenna saraketta, jos vastaus on
huomattavan suuri.

Pohdinta A.29 Timo naulaa aitaansa 20 lankkua. Tero tarjoutuu tekemaén tyon Ti-
mon puolesta maksua vastaan. Tero ehdottaa, ettd han saisi palkakseen ensimmaisesta
kiinnitetysta lankusta yhden sentin, seuraavasta kaksi senttia ja sitd seuraavasta aina
kaksinkertaisen palkan edelliseen lankkuun verrattuna.

Timo ehdottaa vastatarjouksena Terolle 100 € palkkiota. Kumpi palkkauksista oli-
si kannattavampi Terolle, oletuksena, ettd hin tekee tyon loppuun asti? Tutki asiaa
taulukkolaskennan avulla.
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A.4.1 Bonus

Aritmeettiset ja geometriset summat tulevat todella vahvasti ndkyviin, kun aiheessa men-
naan eteenpéin. Varsinkin laina-aiheisissa sovelluksissa summien ymmartaminen on hyo-
dyksi. Lainat ovat késiteltyna erikseen omana osa-alueenaan ja siksi niité ei ole kasitel-
tyna edeltédvissa luvuissa. Annuiteetti on kuitenkin aihe, jota ei tule selitettyné vastaan
myOhemmin, joten se selitetddn nyt soveltavin esimerkein.

Mallitehtava A.30 Timo ottaa autolainan, jonka suuruus 20 000 €. Laina-aika
on kahdeksan vuotta ja lainaa lyhennetddn kerran vuodessa tasaeralainana. Lainan
korko on 4,5%. Kuinka suuri maksueré eli annuiteetti on?

Ratkaisu

Tasaeralaina on laina, missa jokainen maksuera M on yhta suuri.

Koko lainasumma, eli 20 000 €, on lainassa vuoden, jolloin télle pddomalle lasketaan
4,5% korko.

Korkokerroin on ¢ = 1,045, eli lainaa on juuri ennen ensimméaistd maksuerad 1,045 -
20 000 €. Tamén jéilkeen maksetaan maksuerda M €.

Ensimmadisen lyhennyksen jélkeen lainaa on jaljella (1,045 - 20 000 - M) €.
Tama maara kasvaa taas vuoden aikana 4,5%.

Lainan maéaéara:

1. vuosi:
20 000 - 1,045 — M

2. vuosi:

(20000 - 1,045 — M) - 1,045 — M

=20000-1,045% —1,045M — M
3. vuosi:

(20000 - 1,045% — 1,045M — M) - 1,045 — M
20 000 - 1,045% — 1,045*M — 1,045M — M

8. vuosi:

20000 - 1,045% — 1,045 M — 1,045°M — --- —1,045M — M

Laina on maksettava takaisin kahdeksassa vuodessa eli lainan méaara kahdeksan vuo-
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den maksujen jalkeen on 0€. Talla perusteella saadaan yhtalo

20000 - 1,045% —1,045°M — -+~ —1,045M — M =0
—1,045"M — 1,045°M — .- —1,045M — M = —20000 - 1, 045°
1,045 M 4 1,0455M + -+ +1,045M + M = 20000 - 1, 045"
(1,0457 +1,045°% + - - 41,045 + 1)M = 20000 - 1,045°.

Sulkujen sisallostd muodostuu geometrinen summa S, = a; - 11_qq .

Nyt a1 = 1,q = 1,045 ja n = 8. Saadaan

1—1,045%

M = 20000 - 1,045°
1 — 1,045 ’

1—1,045

M = 20000 - 1,045° - —— ="
0000 1,045" - T~

M = 3032, 193066 . . .
M = 3032, 19.

Annuiteetti on siis 3032,19€.

Mallitehtava A.31 Tero tarvitsee lainaa 7 500 €. Hanelld on varaa maksaa takaisin
otettavaa lainaa 900 € vuodessa.
Tero aikoo ottaa 10 vuoden annuiteettilainan 4% korolla. Kykeneeko han maksamaan

lainan?
Ratkaisu

Nyt siis M = 900,q = 1,04 ja n = 10.
Néillda saadaan muodostettua aikaisemman esimerkin mukainen yhtalo, jossa on
kaytetty geometrista summaa. Nyt

1—1,04
1—1,0410
L 900 (1—1,04%)

1,040 . (1 —1,04)
z = 7299,806201 . .. < 7500.

900 =z - 1,04 .

Tero ei kykene siis maksamaan lainaa.
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A.4.2 Harjoitukset

22. Laske summa

23. Laske summa

(a) o
22"

(b) 15
>3

24. Laske geometrisen lukujonon (6,4, %, ...) ensimmaéisen 8 jésenen summa.

25. Timo jakaa postauksen Instagramissa ja merkitsee siihen viisi ihmista pyytaen heita
tekemaan samoin ja merkitseméan viisi muuta ihmista. Jos oletetaan, ettd uudet pos-
taukset tehdaan tunnin vélein ja ettd kaikki kayttavat Instagramia, niin kuinka kauan
kestaisi tavoittaa kaikki maapallon 8 miljardia ihmista?

26. Merkitse summa 1 + % + 3% + o+ 3%0 muodossa

=0
ja laske sen summa.
27. Laske
(a)
10
Z 22n>
n=0
(b)
L
= 33n

28. Sierpinskin kolmiossa on tasasivuinen kolmio, missé sivujen keskipisteet on yhdistetty
toisiinsa muodostaen uusia kolmioita. Uusien kolmioiden sivujen keskipisteet yhdistetaan
samoin muodostaen uusia kolmion siséisid kolmiota.
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AA

(a) Montako kolmiota on alkuperiisen kolmion sisillé vaiheessa 107

(b) Olkoon kolmion pinta-ala 1. Paljonko alkuperéisen kolmion pinta-alasta on jéljella
vaiheessa 107
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B Opettajan opas

Tassa osiossa kaydaan lapi kirjan lukujen tekijan suositus ajankaytolle oppitunteja varten
sekd kaydaan tarkemmin lapi luvuissa esitettyja pohdintatehtavia.

B.1 Ajankaytto

Alla on nékyvissa lukujen suunnittelijan suositus oppituntien pituudeksi:

Aritmeettinen lukujono: 1,5x45min tai 1x75min
e Geometrinen lukujono: 1,5x45min tai 1x75Hmin
o Aritmeettinen summa: 2x45min tai 1x75min

e Geometrinen summa: 2x45min tai 1x75min

B.2 Pohdinta

Pohdinta A.2

Pohdinta A.2 on ensiaskel aritmeettisen lukujonon havaitsemiseen. Kohdassa (a) tarkas-
tellaan pinon kasvua. Téssé samalla selkeytyy, mitd (b)-kohdassa haettiin.

Kohdassa (c) paatelladan kahdeksannen pinon laatikoiden lukuméérd. Tamén pystyy padt-
telemadn monella tavalla, mutta kaikki tavat pohjautuvat aikaisempiin vastauksiin.
Kohdassa (d) johdatellaan aritmeettisen lukujonon maaritelméén, johon ratkaisua on nap-
para soveltaa aiemmasta kohdasta.

Pohdinta A .4

Pohdinnassa A.4 tutustutaan ensi kertaa pylvisdiagrammeihin aritmeettisen lukujonon
puolesta. Ensimmaisessa kohdassa tulee huomata, etta jonon jasenten arvo on tulkitta-
vissa y-akselilta.

Kohdassa 2 differenssin voi paatella vertailemalla pylvaiden korkeuksia. Toisena keinona
voi my0s vertailla jédsenten arvoja keskenaén.

Seké pylvisdiagrammin sadnnollisyyden etta differenssin avulla kohdassa 3 pystytédan hel-
posti paattelemaan vastaus.

Pohdinta A.5

Pohdinnassa A.5 tutustutaan GeoGebran kiyttoon erityisesti lukujonojen, mutta myos
aritmeettisten lukujonojen puolesta. Kohdassa (a) tulee huomata pisteen liikkumisen ole-
van vakio aina tietysséd funktiossa.

Kohdassa (b) on ideana néyttaa aritmeettisen jonon yhtéldisyys lineaarisen kuvaajan yh-
téloon. Jésenten differenssin 16ytamiseksi on syyté tarkkailla kulmakerrointa.

Kohdassa (c) on sama idea kuin aikaisemmassa kohdassa, mutta nyt ideana on 16ytda
jasenen arvo. Pistettd ja sen koordinaatteja tarkastelemalla yhtélaisyyden tulisi loytéda
helposti.

Pohdinta A.6
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Pohdintatehtavassa A.6 tarkoituksena on tunnistaa ja muodostaa aritmeettisen jonon ra-
kenne. Ensimméisessa osiossa tiedetadn lukujonon jasenet, joten on vain syyta tutkia,
onko niiden differenssi vakio. Lukujonoa edetessa huomataan, ettd vastaan tulee yksi ar-
vo joka ei tuota samaa differenssia kuin muut jonon jasenet. Toinen osio etenee samalla
tavalla, mutta kaikki arvot muodostavat saman differenssin ja jono todetaan aritmeetti-
seksi.

Pohdinta A.7

Pohdinnassa A.7 tarkoituksena on johdatella opiskelijaa kohti lausetta A.8 ja osoittaa,
mita aritmeettisesta jonosta saadaan selville pelkilla alkutiedoilla. Tehtavéssa tulee tun-
nistaa ensimmainen jasen seka ilmoitettu differenssi ja néilla tiedoilla paatella loput jonon
jasenet taulukkolaskennan avulla.

Pohdinta A.10

Pohdinta A.10 on ensiaskel geometrisen lukujonon havaitsemiseen ja samankaltainen luon-
teeltaan verrattuna pohdintaan A.2. Kohdassa (a) tulee huomata, ettd sairastuneiden
méaara kolminkertaistuu vaihe vaiheelta. Téssa samalla selkeytyy, mita (b)-kohdassa haet-
tiin.

Kohdassa (c) paatelldan viidennen joukon bakteerien lukuméaérd. Taméan pystyy paétte-
leméaan monella tavalla, mutta kaikki tavat pohjautuvat aikaisempiin vastauksiin.
Kohdassa (d) johdatellaan geometrisen lukujonon mééritelméaén, johon ratkaisua on nép-
para soveltaa aiemmasta kohdasta.

Pohdinta A.12

Pohdinnassa A.12 tutustutaan ensi kertaa pylvisdiagrammeihin geometrisen lukujonon
puolesta. Kohdassa 1 suhdeluvun voi paatella vertailemalla pylvéiiden korkeuksia. Toisena
keinona voi myo6s vertailla jasenten arvoja keskendan.

Suhdeluvun selvittamisen jalkeen kohdassa 2 pystytadn selvittdmaédn seuraavien pylviiden
korkeudet.

Pohdinta A.13

Pohdinnassa A.13 tutustutaan GeoGebran funktioiden kéiyttoon geometristen lukujono-
jen puolesta. Kohdassa (a) tulee huomata pisteen kulkeman matkan kasvavan aina luku-
jonossa eteenpéin mentéessé tietyssa funktiossa.

Kohdassa (b) on ideana nayttaa geometrisen jonon yhtéldisyys eksponentiaalisen kuvaa-
jan yhtaloon. Jasenten suhteen 16ytamiseksi on syyta tarkkailla vakiokerrointa.
Kohdassa (c) on sama idea kuin aikaisemmassa kohdassa, mutta nyt ideana on 16ytda
jasenen arvo. Pistettd ja sen koordinaatteja tarkastelemalla yhtélaisyyden tulisi 10ytya
helposti.

Pohdinta A.14

Pohdinnassa A.14 tulee ensin tunnistaa ja muodostaa geometrisen jonon rakenne. Ensim-
maisessa osiossa tiedetadn lukujonon jasenet, joten on vain syyta tutkia, onko niiden vé-
linen suhde vakio. Jonoa edetesséd huomataan, etta yksi jasen ei vastaa samaa suhdelukua
kuin muut jasenet. Toinen osio etenee samalla tavalla, mutta kaikki arvot muodostavat
saman suhdeluvun ja jono todetaan geometriseksi.

Pohdinta A.15
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Pohdinnassa A.15 tarkoituksena on johdatella opiskelijaa kohti lausetta A.16 ja osoittaa,
mita aritmeettisesta jonosta saadaan selville pelkillad alkutiedoilla. Tehtévassa tulee tun-
nistaa ensimméinen jésen seka ilmoitettu suhde ja nailla tiedoilla péatella loput jonon
jasenet taulukkolaskennan avulla.

Pohdinta A.18

Pohdinnassa A.18 tarkoituksena on poimia tehtavdnannosta, etta kyseessa on geometri-
nen lukujono. Opiskelija kirjaa taulukkoon ensimmaiset jonon jéasenet, jonka jilkeen hén
muodostaa tarpeeksi pitkédn jonon ratkaisun loytémiseksi.

Taulukosta ratkaisun loytymisen jalkeen opiskelija kuvaa saamansa arvot pylvasdiagram-
mina.

Pohdinta A.19

Pohdinnassa A.19 on ideana esitelld matematiikkaa perinteisen oppimateriaalin ulkopuo-
lelta. Tehtavassa hahmotetaan aritmeettista lukujonoa ja siitd tapaa laskea sen summa.
Kaytannossa tehtavassa halutaan opiskelijan johtavan aritmeettisen summan kaavan ké-
silla késiteltavilla tavalla. Pohdinnassa olevat kysymykset ovat ohjaamassa ja tukemassa
tehtavadan kuuluvan taulukon taydentamisté.

Kohdissa 1 ja 2 vastaukset selvidvit suoraan tutkimalla piirroksia.

Kohdissa 3 ja 4 tulee osata yhdistaa otetut leveydet ja korkeudet aritmeettisen lukujonon
summakaavasta l0ytyviin muuttujiin eli jasenten lukumaariin ja ensimmaisen ja viimeisen
jasenen summaan.

Kohdassa 5 tulee huomata piirroksen sarjan summa on puolet piirretyn suorakulmion
pinta-alasta.

Pohdinta A.20

Pohdintatehtavassa A.20 on tarkoituksena saada opiskelija suorittamaan aritmeettisen
summan kaavan johtaminen ilman, ettd hén tietad johtaneensa sen. Haetaan siis sa-
maa asiaa kuin aikaisemmassa pohdinnassa, mutta vain matemaattisemmin. Aikaisem-
man pohdinnan avulla tehtavian kaynti kdy helpommmin, mutta tehtédvan voi suorittaa
my0s ilman sité.

Tehtdvaan on annettu vihje, jolla halutaan johdatella aritmeettisen summan laskukaa-
van mukaiseen laskutapaan. Vihjeen avulla opiskelija voi toki summata jasenia yhteen
monella eri tavalla, mutta vihjeen mukaisesti halutaan monta samaa lukua. Pyrkiminen
summaamaan muun muassa lukuun 100 voi olla hyvinkin yleistd, mutta talloin luku 50
jéisi erilleen.

Yhteenlaskun suoritettuaan ja sité tiivistettydan opiskelija padtyy muotoon 50-101. Tasta
saadaan oikea tulos, mutta opiskelijan halutaan hahmottavan summakaava kokonaisuu-
dessaan. Tamén vuoksi vihjeessa on myos toinen osa, missé pohditaan laskun lukujen ver-
rattavuutta tehtavanantoon. Ideana on, etta opiskelija hahmottaisi lukuihin ensimmaisen
ja viimeisen jasenen seka jédsenten maaran.

Pohdinta A.23

Pohdinnassa A.23 halutaan hahmottaa raha-aiheisia ja sanallisia tehtévia aritmeettisien
summien tehtéviin. Tehtévasta tulee hahmottaa, etta siind muodostuu aritmeettinen luku-
jono ja tehtavinannosta pystytaan lukemaan lukujonon ensimmaéinen jésen, jasenten maéa-
ré seka laskemalla myos viimeinen jasen. Tehtévan ratkaisutyyli seuraa suoraan lausetta
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A.21.
Pohdinta A.24

Pohdinnassa A.24 harjoitetaan taulukkolaskennan kéyttod summien suhteen. Tehtavés-
sé tulee seké (a)- ettd (b)-kohdassa taulukkolaskennan tapaan ensin laskea ensimmaéiset
jasenet, jonka jalkeen taulukkomenetelmilld voidaan selvittda loput jésenet. Lopuksi las-
ketaan pyydetty summa.

Pohdinta A.25

Pohdinnassa A.25 kaytetdan Geometrinen jono -osiosta tuttua aloituspohdintaa, mutta
nyt asiaa tutkitaan taudin edetessa pidemmalle.

Kohdassa (a) tulee taulukon avulla listata ensimmaéiset jasenet ja méérittaa jonon 20. ja-
sen.

Téasta paastadnkin (b)-kohtaan, missa jaljelle jaa laskettavaksi taulukoidun jonon summa.
Lopuksi kohdassa (c) halutaan vertailla ja hahmottaa opiskelijalle kuinka suuri ero sum-
missa on geometrisessa lukujonossa. Summat voi laskea helposti sotkematta aikaisempaa
jonoa kopioimalla taulukosta laskettavat jasenten arvot erilliselle taulukolle ja laskemalla
siina kysytty summa.

Pohdinta A.27

Pohdintatehtévassé A.27 tuodeen esille geometrista summatehtaviaa raha-aiheisessa sanal-
lisessa tehtavissa. Tehtavassa tulee huomata, etta siinda muodostuu geometrinen summa.
Siind annetaan, ensimmaéinen jésen, yhteenlaskettavien jésenten maéra sekd suhdeluku.
Tehtédvinratkaisu noudattaa suoraan lausetta A.26.

Pohdinta A.28

Pohdinta A.28 on tyyliltdan vastaava kuin A.24. Pohdinnassa harjoitetaan taulukkolas-
kennan kdyttod summien suhteen. Tehtavissa tulee seké (a)- ettd (b)-kohdassa taulukko-
laskennan tapaan ensin laskea ensimmaéiset jasenet, jonka jalkeen taulukkomenetelmilla
voidaan selvittaa loput jasenet. Lopuksi lasketaan pyydetty summa.

Pohdinta A.29

Tehtavassa tulee huomata, ettd Teron ehdotuksessa palkka aina kaksinkertaistuisi seu-
raavaa lautaa kohden. Kyseessa on siis geometrinen lukujono. Geometrisesta lukujonosta
tiedetddn jasenten maéara, suhde ja ensimmainen jasen. Kirjataan ensimmaéaiset jasenten
arvot taulukkoon, muodostetaan taulukko 20 jaseneen asti ja lasketaaan summa. Saatua
tulosta verrataan Teron tarjoukseen 100 €.
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C

Harjoitusten vastaukset

C.1 Aritmeettinen jono

1.

@

4.

10.

11.

12.

13.

(a) a5 =12 ja a,, = 3n — 3.
(b) a5 = —15 ja a, = —4n + 5.
(c) as =142 ja a, = Fn+ 2.
aig = 15 ja aig = —15.

(a) 163,5.

(b) Kuuluu, n = 267.

4 metria.

. n=29.

C.2 Geometrinen jono

(a) as = 256 ja a, = 4"
(b) a5 =25+ ja a, =5+ (—1,5)""".
(¢) as =243 ja a, = 3"

(a) ¢ = V179.
(b) ag = 3v/179.

(a) a1 =10,as = 2,a3 = 2.

(b) ay = 500, ay = 750, a3 = 1125.

n > 9,9657... eli talloin n > 10.

n > 19,6377... eli talloin n > 20.

(a) Geometrinen.

(b) Geometrinen.

(d) Aritmeettinen.

)
)

(c¢) Ei kumpikaan.
)

(e) Ei kumpikaan.
)

(f) Aritmeettinen ja geometrinen.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

C.3 Aritmeettinen summa

(a) 550 = 5200.
(¢) Sy = 7340.

494550.

2205.

ayy = 27, purkkeja jaa yli 4 kpl.
a; = 22% ja Sy = 823,

ol.

6
6429

C.4 Geometrinen summa

__ 2723

a S7 = B2 -
St

b

__ 13021
T 15625°

(a)
(b)
(a) Sy = 12207031,
(b) Sg = 423644275200 ~ 4,24 - 10™.

_ 12610
Sg = 729 °

n > 15,02947... eli talloin n > 16.

__ 88573
Su = 59049 °

S11 = 1398101.

__ 7381
S5 = 59049 °

(a
(b
(a) Sio = 29524.
(

__ 19683
A= 262144 "

a

)
)
)
)

b
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