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Tuvistelma

Téassa tyossa on esitelty Shannonin ensimméinen lause, joka on erds infor-
maatioteorian perusteista. Ty0ssd on myo0s esitelty Shannonin ensimmaéisen
lauseen todistaminen. Todistus pohjautuu Kraftin ja McMillanin epéyhté-
16ihin, joiden todistukset on myds esitelty. Shannonin ensimméinen lause
esittdd rajat optimaaliselle koodaukselle eli kuinka lyhyeksi tietty viesti on
mahdollista koodata hiviottomasti. Optimaalisesta koodauksesta on esitelty
esimerkkind Huffman-koodi. Tyon lopussa on esitelty kaksi kiytdnnon esi-
merkkid Huffman-koodin kiytosta. Tésséd pro gradu -tutkielmassa on kaytet-
ty lihteend padasiassa teosta [1].

1 Johdanto informaatioteoriaan

Informaatioteoria antaa vastauksen kahteen kysymykseen: (1) mikd on tie-
don pakkauksen eli kompression maksimi ja (2) miki on suurin saavutetta-
vissa oleva tiedonsiirtonopeus. Ensimmaéisen kysymyksen yhteydessd puhu-
taan kisitteestd entropia (H) ja toisen kysymyksen kohdalla on kyse kanavan
kapasiteetista (C). Seké entropia ettd kanavan kapasiteetti ovat informaatio-
teorian ydinkasitteitd. Téassd tyossa tutustutaan Claude Shannonin tyOssain
asettamiin rajoihin kanavan kapasiteetille ja ndma rajat on mééritelty entro-
pian kisitteen kautta. Shannonin ensimmaisessé laissa késitelldin tiedonsiir-
ron alarajaa eli kuinka tehokkaasti tietoa voidaan pakata ilman, ettd tietoa
havidd. Shannonin toinen laki puolestaan kisittelee kuinka paljon tietoa voi-
daan maksimissaan siirtda virheettd tietyissd olosuhteissa eli tietynlaisessa
kanavassa. Shannonin toinen laki on jatetty tdmén tyon ulkopuolelle ja tasséd
tyosséd keskitytddn Shannonin ensimmaéisen lain matemaattiseen todistami-
seen. Lisdksi tassd tyOssid kisitellidn erds optimaalisen koodauksen toteut-
tava algoritmi eli Huffmanin koodausalgoritmi. Tyon lopussa on kiytannon
esimerkkejd Huffman-koodauksen kiytosta.

Informaatioksi voidaan kasittda kaikki tieto, jolla on jokin jérjestys, joka
voidaan tulkita ddnend, tekstinid, kuvana tai liikkkuvana kuvana. Teknisesti
ajateltuna informaatiolla tarkoitetaan laajasti kaikkea miké voidaan lihettia
informaatiokanavan kautta vastaanottajalle. Informaatio voi olla siis dénté,
kuvaa tai videota. Kaikki data mikd on havaittavissa joko kuulemalla tai
nikemdlld on siirrettdvissd digitaalisesti. Esimerkiksi hajuja ja makuja ei
vield voida koodata muotoon, jossa ne voitaisiin siirtd, joten ne eivat kuulu
informaation piiriin téssi yhteydessa.

Shannonin ensimmadinen laki méérittelee tiedonsiirtorajat informaatiolle
ja se toimii kaikelle tiedolle, joka voidaan jarjestdd informaatioksi. Yleisim-



min Shannonin ensimméisté lakia sovelletaan digitaalisissa sovelluksissa, jois-
sa tieto koodataan aina nolliksi ja ykkosiksi. Téll6in puhutaan binaarisesta
tiedosta. Téssd tyosséd kisitelladnkin pédasiassa binaaritietoa, mutta samat
lait on myds laajennettavissa useamman merkin aakkostoille.

Informaatioteoriaan liittyy olennaisesti tiedonsiirto. Informaatio siirre-
tadn tiedonsiirtokanavaa pitkin ja tiedonsiirtokanava voidaan ymmartia kaik-
kina vilineind, joiden kautta tietoa voidaan siirtdd tai tallentaa ja siirtda.
Tiedonsiirtokanavana voi toimia esimerkiksi ethernet, puhelin- tai radiokana-
va, perinteinen puhelinlinja tai DVD-laite. 2000-luvulla on yleisesti siirrytty
kiyttamadn digitaalisia kanavia, joten informaatio koodataan ensin analogi-
sesta muodosta digitaaliseksi ja vastaanotettaessa dekoodataan digitaalises-
ta muodosta analogiseksi. Ihmisen reseptorit eli korva ja silmé havannoivat
analogisen d#ni- tai kuvasignaalin, mutta tiedonsiirtokanavassa digitaalinen
siirto kulkee nopeammin ja siitd on helpompi havaita siirtoprosessissa tapah-
tuneet virheet, jotka voidaan korjata dekoodauksen yhteydessa.

Kuvassa 1 on tiedonsiirtoprosessin vaiheet informaatioldhteesti, koodauk-
sen, siirtokanavan ja dekoodauksen kautta vastaanottajalle.

informaationlidhde vastaanottaja
ldhetetty viesti vastaanotettu viesti
y
kooderi dekooderi
ldhetetty signaali vastaanotettu signaali |
héiriginen
kanava

Kuva 1: Tiedonsiirto koodaamalla ja dekoodaamalla viesti.

Informaatioteoriaa sovelletaan myds muuallakin kuin tietoliikenteessé. So-
velluksia 16ytyy mm. termodynamiikasta, tietotekniikasta, matematiikasta,
taloustieteista, tilastotieteestd sekd todennakoisyyslaskennasta.



1.1 Informaatioteorian historiaa

Informaatioteoria nykyisen modernin tieteen muodossa alkoi 1900-luvun alus-
sa, kun H. Nyquist ja R.V.L. Hartley tutkivat lennétinteknologioita AT&T:114.
Nyquistin tyo liittyen lenndtinteknologian nopeuteen julkaistiin vuonna 1924
|7] ja vuonna 1928 Hartley puolestaan julkaisi tyostéaéin artikkelin Transmis-
sion of Information |2]. N&itd artikkeleja pidetddn ensimmaéisiné tieteellisind
julkaisuina informaatioteorian alalta [4].

Toinen maailmansota siivitti informaatioteorien kehittymisti. Saksalaiset
olivat kehittdneet Enigman - koneen, joka koodasi viestit salauksella, jota
ulkopuolisten oli melkein mahdotonta purkaa. Liittoutuneet kehittivit kui-
tenkin salausta purkavan koneen ja onnistunut viestinpurku johti osaltaan
lopulta liittoutuneiden voittoon.

Sodan jalkeen Claude Shannon (1916-2001) kehitti Bellin laboratoriossa
informaatioteorian perustan méarittelemélld tiedonsiirron rajat, joista hén
julkaisi vuonna 1948 artikkelin A Mathematical Theory of Communications
|8]. Samaan aikaan informaatioteorian kehitykseen vaikutti myos Norbet Wie-
ner, joka tutki signaalin erottamista hairiostd héiriGisessi kanavassa [9].

Informaatioteorian paitarkoitus on tutkia tehokasta tiedonsiirtoa ja sii-
hen liittyen tiedonsiirron nopeutta ja virhetodennikoisyytta. Koska Shanno-
nin ty6é on toiminut pohjana tdhin aiheeseen, niin Shannonia pidetdan infor-
maatioteorian isiné. Informaatioteorian tutkimus on kehittynyt 1950-luvulta
ldhtien ja muodostaa nykyadn merkittévin tieteenalan, johon esimerkiksi lan-
gattoman tiedonsiirron lainalaisuudet perustuvat [4].



2 Informaatio

Informaatioteoriassa méaritellyn informaation idea on, ettid jonkin tapahtu-
man epavarmuus antaa enemman tietoa kuin varman tiedon tapahtuminen.
Informaatioteoriassa, jos epavarma tapahtuma tapahtuu, niin t&lldin pois-
tuu paljon epdvarmuutta, joten itse informaatiosta saadaan talloin paljon
tietoa. Jos taas varma tapahtuma tapahtuu, niin silloin poistuu vain vihén
epavarmuutta, joten tistd tapahtumasta saadaan vain vihén informaatiota.
Epévarmuuden eli informaation mitta on entropia. Seuraavassa kappa-
leessa on entropian matemaattinen méaaritelmé eli miten entropia saadaan
laskettua jonkin satunnaismuuttujan pistetodennékoisyysfunktiosta.

2.1 Entropia
Olkoon (€2, F,P) todennikdisyysavaruus, jossa
e () on alkeistapausten joukko eli perusjoukko
e F on tapahtumien joukko (€2:n osajoukkojen o-algebra)

e P on todennikdisyys eli P on kuvaus F — [0, 1]

Entropian késitettd méaritettiessi kasitellidn téssi tyossi satunnaismuut-
tujia, joiden arvojoukko on direllinen. Satunnaismuuttuja on kuvaus

X: Q- X
jossa X on adrellinen joukko. Lisdksi X:lle pétee
{X=z}={w € Q| X(w)=2} € F

kaikilla x € X.

Jokaiseen satunnaismuuttujaan X liittyy pistetodennikéisyys p(z). Sa-
tunnaismuuttujan X pistetodennakéisyysfunktio on kuvaus p : X — [0, 1],
p(z) = P{X = z}. Pistetodennékoisyysfunktio voidaan merkitd myos kiyt-
tden seuraavanlaista merkintad: X ~ p(x).

Entropia méaaritelladn pistetodennikoisyysfunktion avulla seuraavasti:

Maaritelm4 2.1. Satunnaismuuttujan X entropia on

H(X) ==Y p(x)logp(z). (1)

reX



Huomautus. Téassa yhteydessé on sovittu, ettd 0log 0 = 0 (koska lim,_,q+ tlogt =
0).

Toisaalta voidaan ajatella, ettd H(X) on odotusarvo
H(X) = ~Elog p(X) = E(~ log p(X)).
Nyt log p(X) on satunnaismuuttuja
wr— logp(X(w)) = log(P{X = X(w)}).

Entropia H(X) on satunnaismuuttujan X arvojen keskimddrdinen epdivar-
muus tai informaatiosisdlto.

Lause 2.2. Olkoon 0 < p;, ¢ <1, i=1,....m, >0 pi=>" ¢ =1
Silloin

_Zpi logp; < —sz' log g; (2)
i—1 i—1

ja yhtiasuuruus pdatee jos ja vain jos p; = q; kaikilla 1.

Todistus. Todistuksessa kiytetddn luonnollista logaritmia In. Tunnetusti lnx <
xr — 1 kaikilla z > 0, jossa yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos x = 1.
Téasta seuraa

me <% 4

pbi  Di

jossa yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos p; = ¢; (i = 1, ..., m). Summaamalla
useiden pistetodennikéisyyksien yli saadaan

szn—<z -——1 Z%—ZPFO
i=1 pi - b i=1 i=1

jossa yhtasuuruus pétee jos ja vain jos p; = ¢; kaikilla ¢. Viite saadaan nyt
soveltamalla vasemmalla puolella yhtdloa logaritmin sdantoja.
O



3 Hairiottoman lahteen koodaus

Tietoa siirrettiessi yksittéisid bittejd tai muita merkkeji asetetaan perdkkiin
ja ndin muodostuu koodisanoja. Satunnaismuuttujan X arvojoukko on X ja
arvojoukon koko on |X| = m. Arvojoukkoa X sanotaan viestiaakkostoksi
ja viesti on jono symboleita x; ...z, jossa x, € X, k € N . Kun kaikki
mahdolliset viestit huomioidaan saadaan joukko

X*:{xl...xk|xi€é\,’, 1=1,...,k, ]{IGN+}.

Viestid siirrettdessd viesti koodataan ja vastaanotettaessa dekoodataan.
Koodausprosessissa viesti pyritddn ldhettdm&in mahdollisimman lyhyeni,
jotta kanavassa ei siirtyisi turhaa tietoa. Shannonin ensimméinen lause antaa
alarajan virheettomasti dekoodattavan koodin keskiméériiselle pituudelle.

Viesti koodataan kdyttden koodiaakkostoa D, jossa on |D| = D < o
symbolia ja télloin merkitdan

D*Z{dl...dk|di€D, 1=1,...,k, k€N+}.

Maaritelma 3.1. Satunnaismuuttujan X [dhdekood: tai lyhyesti koodi on
kuvaus C': X — D*.

Symbolia z vastaava koodisana on C'(z) ja sen pituutta merkitddn ((z). Jos-
kus koodista puhuttaessa tarkoitetaan myos kuvaa C(X).

Informaatioldhteestd perdisin oleva viesti koodataan symboli kerrallaan:
xy...xp — Clxy)...C(x)
Kuvaus C : X* — D* on koodin C laajennus,
C(zy...z5) = Clxy)...C(xy),
T1,..., 0 € X, ke Ny,

Maaritelma 3.2. Koodi C' on ei-singulaarinen, jos se on injektio, eli ehdosta
x1 # To seuraa, ettd C(x1) # C(xq), 11,29 € X.

Ei-singulaarisuus on minimivaatimus dekoodauksen taydelliselle onnistumi-
selle.

Maééritelma 3.3. Koodi C on yksikdsitteisesti dekoodattavissa, jos sen laa-
jennus C on ei-singulaarinen.



Huomautus. Yksikdsitteisesti dekoodattava koodi on aina ei-singulaarinen.

Seuraavassa maaritelméassi etuliitteelld tarkoitetaan koodisanan alkuosaa.

Maaritelmi 3.4. Koodi C' on vilitén, jos minkddn symbolin z € X koodi-
sana ei ole jonkin toisen symbolin z’ € X koodisanan etuliite.

Kuvassa 2 on méadritelty ei-singulaaristen, yksikasitteisesti dekoodattavissa
olevien koodien sekd vilittomien koodien suhteet toisiinsa. Eli vilittomaét
koodit (kuvassa 2 sisimméinen alue) ovat aina myos yksikésitteisesti dekoo-
dattavia ja ei-singulaaria. Yksikésitteisesti dekoodattavat koodit (kuvassa 2
toiseksi sisimmiinen alue) puolestaan ovat aina ei-singulaarisia, mutta eivit
valttamattd valittémid. Sen sijaan ei-singulaariset eivit valttamétta ole yk-
sikésitteisesti dekoodattavia eikd vélittomia (toki ne voivat myds sitd olla).

Kaikki koodit
Ei-singulaarisct
koodit

Yksikisitteisesti
dekoottavat
koodit

Vilittémét koodit

Kuva 2: Koodien luokat.



3.1 Kraftin epayhtalo
Vuonna 1949 L.G. Kraft esitti epdyhtédlon vélittomille koodeille.

Olkoon C' : X — D* koodi, jolle |X| = m, |D| = D. Merkitdén symbo-
lien x € X koodisanojen C(z) pituuksia ly,. .., .

Lause 3.5. (Kraftin epdyhtild). On olemassa vilitén koodi sanan pituuksilla
li,..., 1y, jos ja vain jos

i D7 <1, (3)
=1

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa viliton koodi. Edelleen oletetaan, ettéd
kiytetty koodiaakkosto on D = {0,1,...,D — 1} ja koodisanojen pituudet
ovat vililta [, < ... <[,,. Koodiaakkosto voidaan havainnollistaa puuraken-
teena, jossa jokainen koodisana on solmukohta, jonka kertaluku eli jokaisen
solmun lapsilehtien lukumaird on D ja syvyys eli puun tasojen lukumaéara
on [,,.

Kun tarkastellaan vilitontd koodia, niin koodisanan alipuu leikkautuu
pois, koska talloin tarkasteltavana oleva koodisana on alipuussa jokaisen koo-
disanan etuliite. Joten viliton koodi muodostuu vain niistd koodisanoista, jot-
ka saadaan kdymaélld koodipuuta ldpi vasemmalta oikealle edeten aina uutta
haaraa pitkin uuteen solmuun, jossa on koodisana, jonka etuliite ei ole viela
kéytossa.

Kuva 3: Vilitén koodipuu, kun |D| = 2 ja puun syvyys on [, = 3.

Kuvassa 3 on esimerkki vélittoméstd koodista, jolle D = {0,1} eli |D| = 2
ja jossa puun syvyys on [, = 3. Kun edetdin puuta juuresta eteenpéiin, niin



valiton koodi on {0,10,110,111}. Eli jokaisen koodisanan valinnan jilkeen
tdméan kyseisen koodisanan alipuu leikkautuu pois. Kuvassa 3 ndmé haarat
on merkitty katkoviivoilla. Kolmannelta tasolta voidaan siis ottaa molemmat
lehdet, koska kummankaan 110 ja 111 koodisanan alkuosa ei ole kiytossa. Sen
sijaan tasolta 2 voidaan kidyttda vain koodisana 10 ja tasolta 1 vain koodisana
0.

Nyt koodisana, joka on tasolla [;, leikkaa pois sen alla olevat D'l "pii-
tesolmua” eli lehted. Téydellisessd puussa on piaitesolmuja yhteensi D' kap-
paletta. Jokainen vilittémén koodin koodisana leikkaa pois sen alla olevat
D'm=li pistesolmua. Talloin

m

lm_li lm,
> Dt < o
=1

josta saadaan

i D7l <1,
=1

Niin (3) on todistettu.

Toiseen suuntaan todistettaessa valitaan [y, ..., 1, € N, siten, ettd (3)
pitee. Edelleen oletetaan, ettd [, < ... < ,,. Vilitén koodi luodaan valitse-
malla m kappaletta solmuja kertalukua D olevasta puusta, jonka syvyys on
lm. Ensin valitaan jokin solmu ensimméiselté tasolta (I;) koodisanaksi. Tél-
16in kyseisen haaran D'~ piiitesolmua jii pois. Jos m = 1 lopetetaan ja
jos m > 2, niin (3) mukaan

i D7l < 1.
=1

Kun timi kerrotaan puolittain tekijilld D', saadaan

m
Dlm. Z D_lz S Dlm7
i=1

joka on sievennettyna

m
> Dt < D
=1

Téassa
m m
E Dlm*li — Dlm*li + E Dlm*h
i=1 =2

10



Nyt Dim=lt < Dln joten jiljelld on vield piitesolmuja. Siten tasolla I, on
jaljelld solmuja, joten valitaan sieltd solmu koodisanaksi. Jos m = 2 lopete-
taan.

Tilanteessa, jossa m > 3 saadaan

Dlm—ll + Dlm—lz + ZDlm—li S Dlm,
i=3
jolloin Dm~h 4 Dim=l2. < Dlm ja pAitesolmuja on vield jiljelli. T#std voimme
paatelld, ettd tasolla [3 on vield solmuja. Valitaan tasolta yksi solmu koodi-

sanaksi ja jatketaan kuten edelld, kunnes kaikki koodisanat on valittu.
O

3.2 McMillanin epayhtalo

Vuonna 1956 Kraftin epayhtdloon esitti yleistyksen B. McMillan julkaisus-
saan [6].

Lause 3.6. (McMillanin epiyhtdld). On olemassa yksikdsitteisesti dekoodat-
tava koodi koodisanan pituuksilla ly, ..., 1, jos ja vain jos (3) pdtee, eli

i D7li<1.
=1

Todistus. Kun (3) pétee, 16ytyy véliton koodi sananpituuksilla iy, . . ., [, joka
on siis my0s yksikésitteisesti dekoodattava.
Olkoon koodi C' yksikisitteisesti dekoodattavissa. Olkoon

SR S g
i=1 j=1
jossa r = max{ly,...,l,} ja

m; = [{illi = j}|

on j:n pituisten koodisanojen lukuméira. Kun n € N, saadaan

y mDiJ ' = T milDﬂ'l . miani”
j=

11,ein=1

nr

§ § —k
k=n 11+...+in=k

11



Huomataan, ettd 1 < 41,...,4, < r, jolloin n < 41 + ... + 14, < nr. Nyt
merkitdin

Nk: E myg, ..My, .

i1+...tin=k

Talloin péatee:
N, = ‘{xl o] 3 U(w) = k}‘,
i=1

eli N on koodattuna k:n pituisten viestien lukuméara. Koska koodi on yk-
sikéisitteisesti dekoodattavissa, niin N < D*. Nyt ehdon (5) nojalla

(Zm] ) ZNkD <Zl—m‘—n+1<nr

k=n

Sijoittamalla yll&oleva ehtoon (4) saadaan

2: 1 1 1
D1<n7”n:nn

Tasta seuraa vaite, koska n € N, oli mielivaltainen ja

. 11 ) 1. 1
lim ran» = lim r» lim n» =1,
n—oo n—oo n—oo

N R St
silli ne =en™"ja flnn=—-1Int =0, kun n — oo.
n n n

12



4 Shannonin ensimmainen lause

Olkoon X ~ p(z) ja olkoon X:n arvojoukko X, |X| = m. Tarkastellaan
koodiaakkostoa D, jonka pituus on |D| = D ja kuvausta C' : X — D*.
Nyt merkitdéin symbolien € X koodisanojen pituuksia [(x) merkinn6illa
li,...,ln ja todenndkodisyyksid p(z) merkinn6illd py, ..., pp.

Maaritelma 4.1. Satunnaismuuttujan X koodin C' keskimddrdinen koodin
pituus on

L=L(C) = 3" pl@e) = 3 pil

TeX

Lause 4.2. Yksikdsitteisesti dekoodattavissa olevalle koodille pitee

H(X
L= long) (6)
ja yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos p; = D74 i=1,... m.
Todistus. Merkitaan
D7 ,
qizw, 1=1,...,m.

Talloin Y ", ¢; = 1 ja epayhtélon (2) perusteella

- Zpi logp; < — Zpi log g;.
i—1 i—1

T4alloin
; 2 D7

- — Zpi(_li) log D + Zpi log (Z D_lj)
i=1

i=1 j=1
= logD Z lip; + log (Z Dlj) .
i=1 j=1

Nyt > 2%, lipi = L ja koska McMillanin epiyhtélén nojalla on 37" | D7l <1,
saadaan H(X) < Llog D. Téten (6) pétee.

13



Y14 oleva yhtalo pétee jos ja vain jos p; = ¢; kaikilla ¢ = 1, ..., m kuten
Lauseessa 2.2 todettiin. Lisdksi McMillanin epayhtéldssa taytyy olla voimassa
yhtisuuruus (Lause 3.6). Yhtild pitee jos ja vain jos p; = D7l kaikilla
1=1,...,m.

(I

Nyt voimme todeta, ettd keskiméirin lyhimmassa koodissa, joka on op-

timaalisin, on koodin todennékoéisyyden p; ja koodisanan pituuden [; valilla
suhde:

p; suuri <> [; pieni, p; pieni <> [; suuri.

D-kantainen entropia méaaritelliin kaavalla

Hp(X) == p(x)logp p(z)

reX
missa
logpt = i)ogglt).
Téastd saamme
o = 1
Nyt epayhtélo (6) saadaan muotoon L > Hp(X).
Josp; >0, 1 =1,...,m, niin optimaaliset koodisanojen pituudet olisivat
sellaiset [;, i =1,...,m, joille
D™ =p,
Talloin

—l;log D = log p;,

josta saamme

log +
lOgD,Z ) 7m

Koska [; ylla olevassa kaavassa harvoin on kokonaisluku, joudumme pyoris-
tadmadn sitd ylospdin seuraavaan kokonaislukuun. Nyt saamme

l 1ogpii =1 7
T @ , t=1L,...,Mm, ()

14



jolloin

Tasta saadaan

Zm pilog - Zm ™ pilog - Z’"
i< lZ i < Di i
— logD — — P log D +m:1p

i=1

ja kun korvataan entropian lauseke H(X):114, saadaan

H(X H(X
(X) <L< (X) + 1.
log D log D
Nyt pitee
m 7’710gp%—‘ m log L m m
Z_D log D SZD_IOg% :ZDlOgDpi :ZpZ:17
i=1 =1 =1 =1

joten Kraftin epayhtédlon nojalla on olemassa vélitén koodi koodisanan pi-
tuuksilla (7).

Téllaista koodia sanotaan Shannonin koodiksi. Shannonin koodilla péis-
tdan yhden pdahdn keskiméarin lyhimmastd mahdollisesta koodisanan pi-
tuudesta.

Lause 4.3. Keskimddrin lyhimmdan vdlittomdn koodin keskimddrdiselle pi-
tuudelle L* pdtee

=
=

105(;2 = 10;;);) L (8)

Tuloksia (6) ja (8) sanotaan Shannonin ensimmdaiseksi lauseeksi. Muita
nimityksid on "Source Coding Theorem"ja "Noiseless Coding Theorem".
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4.1 Optimaalinen koodaus

Shannonin koodi ei kaikissa tilanteissa ole optimaalinen. Shannonin mukaan
optimaalinen koodisanan pituus on [log p%l’ mutta kaikissa tapauksissa ta-
mé ei pidd paikkaansa. Esimerkiksi kahden symbolin viestissé, jossa toden-
nakoisyydet ovat p; = 0,9999 ja ps = 0,0001, koodisanojen pituuksien tulisi
vastaavasti olla [y = 1 bittid ja [y = 14 bittia.

Huffman esitteli julkaisussaan [3] oman versionsa optimaalisesta koodis-
ta, joka yleensd on lyhyempi kuin Shannonin koodi. Huffmanin mukaan opti-
maalinen vilitén koodi voidaan rakentaa yksinkertaisella algoritmilla, jonka
toimintaperiaate on esitetty alla olevassa taulukossa.

Koodisanan

Pituus Koodisana X Todennéikﬁiswdet
2 01 1 0,25 0 45 0,55 1
2 10 2 0,25 0 25 0,457
2 11 3 0,2 0 "5 0 25
3 000 4 0,15
3 001 5 0,15

Kuva 4: Huffmanin koodin toimintaperiaate viidelld 1ahdesymbolilla.

Taulukon neljinnessa sarakkeessa on kunkin aakkosen todenndkoisyydet. Nais-
ta kaksi vihiten todennikoistd todennikoisyyttd yhdistetddn vaiheessa 1 ja
jarjestetddn todennikoisyydet suuruusjirjestykseen (sarake 5). Vaiheessa 2
vastaavasti lasketaan yhteen kaksi silld hetkelld epdtodennékoisinté todenné-
koisyysarvoa ja saadaan uusi lista todennakoisyyksista jarjestettynd suurim-
masta pienimpéin (sarake 6). Vaihe 3 etenee laskemalla kaksi epdtodenné-
koisinta todennékoisyyttd yhteen (sarake 7) ja vaihe 4 etenee samalla peri-
aatteella, jolloin paddytadn kaikkien todennékoéisyyksien summaan. Tamén
jilkeen taulukkoa kiydain ldpi oikealta vasemmalle ja aina haarautumiskoh-
dassa ylempi haara saa arvon 0 ja alempi 1. Jokaisessa haarautumiskohdassa
koodisana siis pitenee yhdelld. Kun taulukkoa edetddn oikealta vasemmalla,
niin lyhimmét koodisanat ovat 01, 10 ja 11 ja pisimméat 000 ja 001. Kah-
den pisimmaén koodin tulee olla yhtd pitkid, jotta niiden alkuosat eivit ole
toistensa etuliitteitd ja saavutetaan véliton koodi.
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4.1.1 Binaaristen Huffman-koodien optimaalisuus

Téassé kappaleessa todistetaan binaaristen Huffman-koodien optimaalisuus.
Optimaalisilla koodeilla on yhteisid piirteitd, jotka ovat voimassa myds ei-
binaariselle Huffman-koodille.

Oletetaan, ettd 1ahdesymbolit on jirjestetty niin, ettd niiden todennakoi-
syydet p; > ps > ... > p,. Koodi on optimaalinen, jos ) p;l; saa mini-
miarvon. Téssd p; on kunkin lahdesymbolin todennékéisyys ja [; on kutakin
lihdesymbolia vastaavan koodisanan pituus.

Lemma 4.4. Mille tahansa jakaumalle on olemassa optimaalinen vdliton
koodi, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Jos pj > pi, niin silloin [; < [j.
2. Kaksi pisintd koodisanaa ovat yhtd pitkdt.

3. Kaksi pisintd koodisanaa eroavat toisistaan vain viemeisen bitin osalta
ja ndmda koodisanat vastaavat kahta vihiten todenndkdéisintd ldihdesym-
bolia.

Todistus. Tarkastellaan optimaalista koodia C,,

o Jospj > py, niin l; <l Nyt valitaan koodisana C},, jossa alkuperdisen
koodisanan C,, indeksit j ja k on vaihdettu kesken&én. Silloin

L(Cy,) — L(Cw) = Zpilg - Zpili
= Dl + pely — pil; — Prli
= pi(le = 1) + pi(ly — i)
= pi(le = ;) — pr(ls — ;)
= (pj —pr)(lk — 1))

Koska p; > pg, niin p; — pi > 0 ja koska C,,, on optimaalinen, niin sitd
vastaa my0s lyhin mahdollinen koodisana, jolloin L(C/,) — L(C,,) > 0.
Joten téytyy olla i, > ;. Nyt siis (p; —px) > 0ja l, —1; > 0 eli
L(C;)—L(Cy) = (pj —pr)(ly—1;) > 0 pitdd paikkaansa. Optimaalinen
koodi toteuttaa Lemman 4.4 kohdan 1 ehdon.

o Kaksi pisintd koodisanaa ovat yhtd pitkdt. Jos kaksi pisintd koodisa-
naa eivit ole samanpituisia ja pidemmaéstd leikataan viimeinen bitti
pois, niin paddytadn kahteen yhté pitkddn koodisanaan ja samalla saa-
vutetaan pienempi odotettu koodisanan pituus. Tamén takia kahden
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Kuva 5: Optimaalisten koodien ominaisuuksia. Oletetaan, ettd p; > py >
... > pm- Kohdassa (a) on viliton koodi, jossa todennikoisyyksid ei ole jér-
jestetty suurimmasta pienimpéaédn. Ensin koodipuusta leikataan yliméariiset
haarat eli ne joilla ei ole sisaruksia ja padadytdan lyhyempéadn koodipuuhun
(b). Kuvassa (c) puun haarat on jirjestetty niin, ettd lyhimmét haarat on
ylhailla ja sen jédlkeen todennikdéisyydet jéirjestetddn niin, ettd kaikista to-
denn#koisin koodisana on lyhimméssé haarassa (d)

pisimmaén koodisanan tulee olla samanpituisia. TAméan lemman ensim-
maéisen kohdan perusteella ndiden kahden pisimméan koodisanan tulee
kuulua kahdelle vihiten todenndkéisimmalle ldhdesymbolille.

o Kaksi pisintd koodisanaa eroavat toisistaan vain viimeisen bitin osal-
ta ja ndmd koodisanat vastaavat kahta vihiten todenndakdisintda ldhde-
symbolia. Kaikki optimaaliset koodit eivit toteuta tatd ehtoa, mutta
uudelleen jarjestelemélld voidaan 16ytaéd koodi, joka toteuttaa ehdon.

Jos on olemassa maksimipituinen koodisana, jolla ei ole sisarta eli koo-
dipuun pisimméssd haarassa ei ole kahta koodisanaa, voidaan pisim-
mén koodisanan viimeinen bitti tuhota ja silti koodi on vélitén eli toi-
nen koodi ei ole toisen etuliite. Pisimméin koodisanan viimeisen bitin
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tuhoaminen pienentidd keskimaériista koodinpituutta ja talléin alkupe-
rainen koodi ei ollut optimaalisin. Tall6in optimaalisen koodin pisim-
mélld koodisanalla on aina sisar.

Kun pisimmalld koodisanalla on sisar eli kaksi pisintd koodisanaa ovat
samanmittaisia, niin ndméi koodisanat vastaavat kahta vihiten toden-
nédkoisinta ldhdesymbolia ja koodisanojen vaihtaminen keskenddn ei
muuta koodisanojen pituuden odotusarvoa > p;l;. Eli kahta véhiten to-
dennikoisintd 1ahdesymbolia vastaavat koodisanat ovat kesken#ddn sa-
manmittaisia ja ne eroavat toisistaan vain viimeisen bitin osalta.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd jos p1 > ps > ... > p,,, niin silloin
16ytyy optimaalinen koodi, jolle [y < [, < ... < l,,_1 = [,, ja koodisanat
C(xm-1) ja C(x,,) eroavat toisistaan vain viimeisen bitin osalta.

O

Kuvassa 5 on esitelty Lemman 4.4 médrittelemit ominaisuudet. Y1la to-
distettiin, ettd Lemman 4.4 méiritelmét toteutuvat kaikille optimaalisille
koodeille, joten voidaan rajoittua tarkastelemaan koodeja, jotka toteuttavat
namé maaritelmat.

Koodeille C,,, jotka toteuttavat Lemman 4.4 maaritelladn yhdistetty koo-
di C,,_1 m — 1:lle symbolille seuraavasti: otetaan kahden pisimmén koodisa-
nan yhteinen etuliiteja merkitédin sen todennékoisyydeksi p,,_1 + pn. Kaikki
muut koodisanat pysyvit samoina. Vastaavuudet ovat siis seuraavat:

Cm—l Cm
D1 w) I wy = wj L=1
Do wh 1 wy = Wh lo =15
Pm—2 Wy o by o Wy =Wy, b2 =1, o
Pt +Pm Whq by Wpor=wy, 40 by =10, 4 +1
Wy, = W), 1 I =1, +1

Y114 w tarkoittaa binaarista koodisanaa ja [ merkitsee koodisanan pituut-
ta. Koodin C,, pituuden odotusarvo on

L(Cm) = sz'li
i=1

m—2

= Zpilg +pm—1(l;n—1 +1) +pm(l;n—1 + 1)
=1

m—1

i=1

= L(Cm—l) + Pm-1 + Pm-
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Koodin C,, pituuden odotusarvo eroaa koodin C,,_; pituuden odotusar-
vosta aina tietyn kiintedn méaéran verran, joka on (p,,_1+pp,). TAmé arvo on
riippumaton koodista C,,_1. Nyt L(C,,):n minimointi tarkoittaa, etti samal-
la minimoidaan my6s L(C,,_1). Taten m:n symbolin optimointi on pienenty-
nyt ongelmaan, jossa optimoidaan m — 1 symbolia, joiden todenndkéisyydet
ovat (p1, P2, -5 Pm-2, Pm—1+ Pm)-

Kuva 6: Huffman-koodauksen vaiheet. Oletetaan, ettd p;1 > py > ... > p,.
Kuvassa (a) on optimaalinen koodi, joka on jirjestetty niin, ettd suurin to-
dennédkoisyys on ylimmaéssa haarassa ja muut todennikdisyydet laskevassa
jarjestyksessa siita alaspiin. Kun kaksi vihiten todennékoisinta haaraa yhdis-
tetddn saadaan koodi kuten kuvassa (b). Kun koodit jirjestetdin uudelleen
laskevaan jérjestykseen saadaan kanoninen koodi kuten kuvassa (¢) m — 1:1le
symbolille.

Kuvassa 6 on Huffman-koodauksen vaiheet, jossa optimointiongelma on
pienentynyt m:std symbolista m — l:een symboliin. Tulokseksi saatu m — 1
symbolia toteuttaa Lemman 4.4 ehdot, niin voidaan jatkaa optimaalisen koo-
din etsimista m — 2:1le symbolille. Talloin yhdistetdan kahden vihiten toden-
nikdisen symbolin todennékoisyydet ja saadaan uusi todennikoisyyksien lis-
ta, joka edelleen jarjestetddn suurimmasta todennikoisyydestd pienimpéan.
Nyt saadulle m — 2:n symbolin optimaaliselle koodille voidaan tehd& sama,
jos Lemman 4.4 ehdot toteutuvat. Niin etenemalld paddytadn lopulta kah-
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teen symboliin, joista toinen merkitddn O:lla ja toinen 1:l1l4. Koska jokaisessa
vaiheessa on toteutettu optimaalisuuden ehdot, niin alkuperédinen m:n sym-
bolin koodi on optimaalinen. Nyt olemme todistaneet seuraavan teoreeman
binaarisille aakkostoille.

Teoreema 4.5. Huffman koodi on vdliton ja optimaalinen, toisin sanoen,
jos C* on Huffman-koodi ja C' on mikd tahansa muu vdliton koodi, niin

L(C*) < L(C").

Y114 oleva todistus on binaariselle aakkostolle, mutta Huffman-koodauksen
todistus voidaan laajentaa koskemaan my6s D:n symbolin aakkostoa.
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4.1.2 D:n symbolin aakkoston Huffman-koodit

Huffman-koodi D:n symbolin aakkostolle luodaan samoilla periaatteilla kuin
binaariselle aakkostolle. Koodin luonti eroaa siiné, ettd alussa on huomioita-
va, ettd ldhdesymboleja taytyy olla M kappaletta alla olevan kaavan mukai-
sesti [4]:

M=r+a(r—-1) 9)

missd r on aakkoston koko ja a on toistojen lukuméaéra.

Koska Huffman-koodauksessa tavoitteena on pienentidéd ldhdesymbolien
médrd siten, ettd niitd on jaljelld r kappaletta, alussa symboleja on olta-
va kaavassa (9) esitetty médrd. Muutoin kiy niin, ettd viimeisessé vaiheessa
symboleja on vihemmé&n kuin r-kappaletta, jolloin kaikkia aakkoston sym-
boleja ei esiinny koodisanojen ensimmaiselld paikalla.

Kuvassa 7. on Huffmanin koodausprosessi kun ldhdesymbolit ovat A =
{ai,as, ..., a1} ja koodiaakkosto on {0, 1,2, 3}. Télloin Huffmanin koodaus-
prosessin mukaisia toistokertoja tulee 3, joten kaavan (9) mukaan lihdesym-
boleja tulisi olla M = 4+ 3(4 — 1) = 13 kappaletta. Tamén takia ldhdesym-
bolilistaan joudutaan lisddméin kaksi symbolia a5 ja aq3, joiden todenné-
koisyyksiksi merkitaén 0.

Lahde-
symboli p,, Koodisana tn koodisana tn koodisana tn koodisana
a, 0,25 1 0,25 1 0,25 1 0,37 0
a, 0,15 3 0,15 3 0,23 2 0,25 1
as 0.12 00 0.12 00 0.15 3 0,23 2
ay 0,10 01 0,10 01 0,12 0 0,15 3
as 0,08 02 0,08 02 .10 01
ag 0,06 20 ,07 03 ,08 02
a 0,06 21 06 20 0,07 0
ag 0.06 22 ,06 21
ag 0,05 23 ,06 22
ajp 0,04 03 ,05 23
a1 0,03 031
‘dummy‘—{alz 0 032
Symbolit a3 0 033

Kuva 7: Huffman-koodin luonti, kun lahdesymboleja on nelja.

Huffman-koodin luonti etenee kuten binaarisessa tapauksessa. Alla on
lueteltu optimaalisen Huffman-koodin luonnin vaiheet, jossa lihdesymbolien
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méardd pienennetddn vaiheittain. On huomioitava, ettd vaiheessa 3 koodin
luonti eroaa binaarisesta tapauksesta. Huffman koodin luonti sisiltii seuraa-
vat vaiheet viitteen [4] mukaan:

1. Lahdesymbolit jarjestetddn todennédkoisyyksien mukaan alenevaan jar-
jestykseen siten, ettd p;1 > ps > ... > pm.

2. Maaritetddan r:n koodisymbolin kiinted lista, esimerkiksi jos r = 4 niin
{0,1,2,3}.

3. Koska lahdesymbolien méaard halutaan vihentda r:n kappaleeseen, tar-
kistetaan, ettd lahdesymboleja on kaavassa (9) mééritelty maard. Jos
symboleja on vihemmaén, niin silloin lisdtddn niin sanottuja ’dummy’
-symboleja niin, ettd lihdesymboleja on M-kappaletta.

Huffman-koodin periaatteen mukaan lasketaan yhteen r:n vahiten to-
dennékoisimmaén ldhdesymbolin todennékoisyydet. Seuraavassa vaihees-
sa tdmé& yhteenlaskettu todennédkéisyys sijoitetaan muiden ldhdesym-
bolien todennédkéisyyslistaan omalle paikalleen eli niin, ettd sitd ylem-
péand on isommat todennékoisyydet ja alapuolella pienemmaét todenné-
koisyydet. Kuvassa 7 neljinnessd sarakkeessa on ensimmaisen vaiheen
jalkeinen todennékdisyyksien lista. Nyt késiteltavinéd on (r — 1) symbo-
lia vidhemmén kuin ensimmaisessa vaiheessa. Jokaisessa vaiheessa sym-
bolien médra siis pienenee (r—1):114 kappaleella. Tamén takia kaavassa
9 edelld kuvatun prosessin toistojen lukumaéard, joka on merkitty kir-
jaimella o, kerrotaan (r — 1):114.

Koodausprosessia jatketaan laskemalla yhteen r:n vihiten todennéikéi-
simméan symbolin todennikoisyydet ja uudet todennékoisyydet lista-
taan taas uudestaan suurimmasta pienimpéén (kuvassa 7 sarakkeet 5-
8). Niin edetdédn kunnes taulukossa on endd r kappaletta todenn#koi-
syyksid (kuvassa 7 viimeinen sarake).

4. Seuraavassa vaiheessa joka symbolille maaratdan koodisana. Taulukon
viimeisessi sarakkeessa (kuva 7) olevat r-kappaletta koodisanoja saa
jokainen oman symbolin D-aakkostosta. Kun taulukkoa kiydaan lapi
kidnteisessa jirjestyksessd viimeisestéd vaiheesta ensimmaéiseen, niin jo-
kainen todennikoisyyksien yhteenlasku lisdd koodisanan pituutta yh-
delld, niin ettd ylin todenndkoisyyksistd merkitadn ensimmaiselld aak-
kosella, toiseksi ylin toisella jne. Kuvassa 7 nakyvit méaritellyt koodi-
sanat omissa sarakkeissaan.

5. Lopuksi jatetddn huomiotta 'dummy’-koodisanat.

23



Huffman koodin optimaalisuus, joka todistettiin kappaleessa 4.1.1, on to-
distettavissa myos ei-binaarisessa tapauksessa eli kun kaytetdin koodiaak-
kostoa, jossa on enemmén kuin kaksi merkkia.

Kun koodiaakkostossa on D symbolia, niin lemma 4.4 kuuluu seuraavasti:

Lemma 4.6. Olkoon koodiaakkostossa D symbolia. Mille tahansa jakaumalle
on olemassa optimaalinen viliton koodi, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Jos pj > pi, niin silloin [; < [j.
2. D pisintd koodisanaa ovat yhtd pitkdat.

3. D pisintd koodisanaa eroavat toisistaan vain viimeisen bitin osalta ja
ndmd koodisanat vastaavalt D kappaletta vihiten todenndkdisintd ldh-
desymbolia.

Lemman 4.6 todistus etenee samalla lailla kuin Lemman 4.4 todistus.
Kohdan 1 todistus on tdsmaélleen sama kuten kappaleessa 4.1.1. Kohtien 2 ja
3 todistuksessa on otettava huomioon, ettd myos 'dummy’-koodisanat tulee
olla mukana todistuksessa. Téll6in D pisintéd koodisanaa ovat yhté pitkét. Jos
pisimpid koodisanoja on vihemmain kuin D kappaletta, niin tilléin niisté jo-
kaisesta voidaan ottaa yksi bitti pois ja padstadn tilanteeseen, jossa pisimpia
koodisanoja on D kappaletta.

Jos ’dummy’-koodisanat eivit ole mukana todistuksessa, niin todistus
hankaloituu, koska silloin pisimpid koodisanoja voi olla vahintadn kaksi tai
enintddn D kappaletta. Kohtien 2 ja 3 todistus on siis néailtd osin eri kuin
Lemman 4.4 todistus. Muilta osin todistus seuraa Lemman 4.4 todistusta.
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4.1.3 Kéiytdnnon esimerkkeji Huffman-koodin kiytosta

Huffman-koodilla on useita kiytdnnon sovelluksia ja sitd kidytetddn paljon
esim. tekstitiedon koodamiseen, koska Huffman koodi on héviétén tiedon-
pakkausmenetelmé. Tama tarkoittaa sitd, ettd Huffman-koodia kdyttamalld
saavutetaan pienempi tiedostokoko, mutta tietoa ei havid. Osa kompressio-
eli pakkausmenetelmistd havittdd osan tiedosta, kuitenkin niin, ettd tiedon
hévidmisesta ei ole haittaa pakatulle tiedolle. Esimerkiksi kuvien ja videoiden
pakkaamisessa kiytetdin usein tietoa havittiviad pakkausmenetelmi. T&ll6in
havinnyt tieto lisdd kuvan tai videon epatarkkuutta, mutta niin vihén, ettei
sitd voi silmin havaita.

Yleisin kdyttokohde Huffman-koodille on jonkin tietyn viestin pakkaami-
nen. Téll6in kirjainten esiintymislukumaééristd on laskettu uudet todennékoi-
syydet kullekin kirjaimelle ja Huffman-koodin periaatteen mukaan useimmin
esiintyva kirjain saa lyhimman koodin. T&lla tavoin viestid voidaan tiivis-
tdd ja ndin tarvitaan vihemman bittejd kuin esimerkiksi, jos kirjaimet on
koodattu ASCII-merkeiksi.

Seuraavan taulukon toisessa sarakkeessa on kullekin englannin kieles-
sé esiintyville kirjaimelle laskettu todennékéisyys kirjaimen keskimééréisten
esiintymiskertojen lukuméaaran mukaan.

a; Pi li C(Cli) Q; Di l; C(Clz‘)

a 00575 4 0000 o 0,0689 4 1011

b 0,0128 6 001000 p 00192 6 111001

¢ 0,0263 5 00101 q 0,0008 9 110100001
d 0,0285 5 10000 r 0,0508 5 11011

e 0,0913 4 1100 s 0,0667 4 0011

f 0,0173 6 111000 t 0,006 4 1111

g 0,0133 6 001001 u 0,0334 5 10101

h 0,0313 5 10001 v 0,0069 8 11010001
i 0,099 4 1001 w 0,0119 7 1101001

j 0,0006 10 1101000000 x 0,0073 7 1010001

k 0,0084 7 1010000 y 0,0164 6 101001
10,0335 5 11101 z 0,0007 10 1101000001
m 0,0235 6 110101 - 0,928 2 01

n 0,096 4 0001

Taulukon todennéikoisyyksien perusteella on rakennettu Huffman-puu (ku-
va 8) ja madritelty uudet koodisanat jokaiselle kirjaimelle (taulukossa c(a;)-
sarake). Kuvan 8 puussa ylempi haara vastaa bittid 0 ja alempi haara bittia
1. Esimerkki on periisin 1dhteesté [5].
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Kuva 8: Huffman puu englannin kielen aakkosille.

Toinen esimerkki on harjoitustyosta, joka on kidytossa sihko- ja tietotek-
niikan koulutusohjelmissa kurssilla ’Algoritmit ja tietorakenteet’. Harjoitus-
tyossa opiskelijan tulee koodata oma nimensi kiyttden binaarista Huffman-
koodia enintédin nelibittiseksi binaarikoodiksi. Ensin opiskelijan on luotava
taulukko, jossa kdy ilmi hdnen nimessddn esiintyvat kirjaimet ja kirjaimen
esiintymisten lukuméard. Taméan perusteella jokaiselle kirjaimelle lasketaan
esiintymistodennikoisyys. Tamén jialkeen opiskelija generoi Huffman-koodin,
jossa eniten esiintyva kirjain saa lyhimmén koodisanan ja vihiten esiinty-
vé kirjain pisimmén koodisanan. Kirjain - koodisana vastaavuudet kirjoite-
taan kooditauluun, joka on kiytdnnossé tiedosto. Opiskelija koodaa Python-
kielelld ohjelman, jossa syotteend on opiskelijan nimi ja nimen jokaiselle
kirjaimelle etsitdan binaarinen vastine kooditaulusta. Tadmaén jilkeen ohjel-
ma tulostaa binaarivastineen, joka on hanen nimensi koodattuna Huffman-
koodilla. Ohjelman tulee myts dekoodata Huffman-koodattu viesti ja tahén
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kiytetddn samaa kooditaulua. Koska Huffman-koodi on vilitén eli mikién
koodi ei ole toisen etuliite, niin binaarimuodossa oleva Huffman-koodattu
viesti voidaan yksiselitteisesti dekoodata kirjaimiksi.

Esimerkkiné alla Huffman-puu (kuva 9) seké taulukko, jossa Maija-Liisa
Metso nimestd on laskettu kirjainten esiintymistodennakoisyys ja sen perus-
teella piirretty Huffman puu ja péaitelty jokaiselle kirjaimelle Huffman koodi.

Kuva 9: Huffman-puu ’Maija-Liisa Metso’ -nimessi esiintyville kirjaimille
kirjainten esiintymistodennakoisyyden perusteella .

Seuraavan taulukon ensimmadisessd sarakkeessa on lueteltu viestissé esiin-
tyvit kirjaimet ja toisessa sarakkeessa on kirjainten esiintymiskertojen luku-
madrd. Kolmanteen sarakkeeseen on laskettu kirjainten esiintymistodenné-
koisyydet, kun kirjaimia on yhteensd viestissd 16 kappaletta. Neljannessia
sarakkeessa on kuvan 9 puusta méaritelty Huffman-koodi kullekin kirjaimel-
le. Viimeisessd sarakkeessa on p;l; eli kirjaimen todenndkdisyys kerrottuna
koodisanan pituudella.
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kirjain esiintymisten lukuméaérd todennédkoisyys Huffman-koodi — p;l;

a 3 0,1875 000 0,5625
1 3 0,1875 001 0,5625
m 2 0,125 010 0,375
S 2 0,125 011 0,375
j 1 0,0625 1000 0,25
| 1 0,0625 1001 0,25
e 1 0,0625 1010 0,25
t 1 0,0625 1011 0,25
0 1 0,0625 1100 0,25
- 1 0,0625 1101 0,25

Y14 olevan taulukon viimeisestd sarakkeesta voidaan laskea keskiméairai-
nen koodinpituus:

10
L= pii=2%0,5625+2 0,375 + 6 % 0,25 = 3,375 (10)

i=1

Jos tatd keskiméaraistd koodinpituutta verrataan Shannonin méarittele-
méén rajaan koodinpituudelle (kaava 6), joka on

H(X)  Liipilog - —Z

L> =
~ log D log 2

ln2

In In —L_ In
= 2%0,1875 1012875+2 0,125 101225+6 %0, 0625 100625

n n n?2
= 3,1556

niin tistd voidaan péatelld, ettd tdméd Huffman-koodi ei saavuta Shannonin
rajaa, mutta toteuttaa kuitenkin kaavan (6) epdyhtilon.

Nyt kun ylld olevaa kooditaulua kiytetddn koodaamaan nimi Maija-Liisa
Metso (vélilyonti jatetddn huomiotta), niin saadaan binaarikoodi:

010000001100000011011001001001011000010101010110111100

Tamén binaarikoodin pituus on 56 bittid ja silla on koodattu 16 kirjainta,
joten kirjaimen keskimé&dréiseksi pituudeksi saadaan = 3,375, joka on siis
tasmaélleen keskimdiridinen koodinpituus, joka maarlteltun kaavassa (10).

Koska Huffman-koodi on véliton, niin purkaminen on yksiselitteista. Kos-
ka mikdan koodi ei ole toisen etuliite, niin 0-alkuiset koodit ovat kolme bit-
tisid ja ykkoselld alkavat koodit neljin bitin mittaisia. Taéméan perusteella
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voidaan ohjelmoida dekoodaus. Dekoodauksessa huomataan, etti sarja alkaa
nollalla, joten ensimmaisté kirjainta vastaa siis kolme bittia. Télloin saadaan
010 bittijonon vastineeksi kirjain m. Seuraava bitti on myo6s 0, joten kolme
seuraavaa bittid 000 vastaavat kirjainta a. My&s seuraava bitti on nolla, joten
otetaan kolme bittid ja saadaan kirjain i. Tdmé&n jilkeinen bitti on yksi, jo-
ten kyseessid on neljan bitin sarja, joten 1000 vastaa kirjainta j. Dekoodausta
jatketaan télld tavoin ja lopulta, kun koko bittijono on dekoodattu saadaan
selville tatd Huffman-koodia vastaava teksti eli maija-liisametso.

5 Yhteenveto

Tassa tyossa kiytiin 1api yksi informaatioteorian peruslauseista eli Shannonin
ensimmainen lause ja sen matemaattinen todistaminen. Todistamisen poh-
jaksi esiteltiin Kraftin epdyhtélo ja McMillanin epédyhtélo. Tyon soveltavassa
osassa esiteltiin erds optimaalinen koodaustapa eli Huffman-koodaus ja sen
optimaalisuus todistettiin. Lopussa esiteltiin muutama kiytadnnon esimerkki
Huffman-koodauksen soveltamisesta.
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