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Johdanto

Siirtymassa aritmetiikasta algebraan on havaittu monia vaikeuksia, ja niihin liittyvaa tutkimusta on tehty
paljon. Tassa Pro gradu - tutkielmassa perehdytdan yleisimpiin ongelmiin ja oppimisvaikeuksiin, joita
siirtymaan on todettu liittyvan. Lisaksi kasitelladn mahdollisia syita naihin ongelmiin seka etsitdan didaktista
nakodkulmaa siihen, miten nailtd ongelmilta voitaisiin valttya. Tutkielman tarkoituksena ei ole tarkastella
yksittaisia tutkimuksia tai tutkimusmenetelmia, vaan hakea vertailevaa ndkdkulmaa aiheeseen liittyvien

artikkeleiden valilla.

Eraat oppilaiden yleisimmista virheista ja oppimisvaikeuksista nousevat esiin suuressa osassa kdyttamistani
tutkimuksista. Tama sulkee pois mahdollisuuden, ettd vaikeudet johtuisivat kokonaan tietysta
opetussuunnitelmasta tai -menetelmasta. Yksi olennaisimmista kysymyksistd taman tutkielman kannalta
onkin se, kuuluvatko oppimisvaikeudet vaistamattomasti siirtymavaiheeseen vai olisiko niiltd mahdollista

valttyd matematiikan pedagogiikkaa kehittamalla.



1. Aritmetiikka ja algebra

1.1. Mitd aritmetiikka ja algebra ovat?
Aritmetiikka on suoraviivaisia laskutoimituksia ja operointia tunnetuilla luvuilla, ja siind ongelmanratkaisu
johtaa yleensa aina yksikasitteiseen numeeriseen ratkaisuun (Van Amerom, 2003; Malisani & Spagnolo,
2009). Tassa tutkielmassa aritmetiikasta puhuttaessa tarkoitetaan kaytannossa alakoulun matematiikkaa,
joka ei sisalla viela lainkaan kirjainmuuttujan kasitetta, vaan ainoastaan numeerisia tehtavia ja numeroilla

operointia.

Verrattuna koulussa opetettavaan aritmetiikkaan, algebrassa operoidaan oppilaille uudella, abstraktilla
tasolla (Herscovics & Linchevski, 1994). Algebran oppiminen vaatii kykya paatelld muuttujien ominaisuuksia
ja kykya erottaa yksittdiset tilanteet yleisista tapauksista. Algebran lukuisista sovelluksista johtuen sille ei
ole olemassa yksikasitteistd maarittelya. Mita algebra on ja mita kaikkea se pitaa sisallaan, riippuu vahvasti
yhteydesta jossa sitd kdytetdan. Van Amerom (2003) erottelee artikkelissaan nelja eri nakoékulmaa
algebraan: algebra aritmetiikan yleistyksend, algebra ongelmanratkaisun vilineena, algebra
matemaattisten yhteyksien tutkimuksena ja algebra matemaattisten rakenteiden tutkimuksena. Vaikka
tdssa tutkielmassa emme tarkastelekaan algebraa kaikista naistd nakokulmista, on silti tarkedd huomata,
ettd algebran kasitteleminen pelkdstdaan aritmetiikan yleistyksend on vahattelyda (Malisani & Spagnolo,
2009). Taman tutkielman tarkoitus on keskittyd nimenomaan algebran oppimisen alkuvaiheeseen liittyviin
vaikeuksiin, joten algebrasta puhuttaessa tdssa tutkielmassa keskitytdan [dhinnd yldakoulun
opetussuunnitelmaan sisaltyviin  nakokulmiin eli aritmetiikan yleistykseen sekda yhtdlon- ja

ongelmanratkaisuun algebran keinoin.

Filloy ja Rojano (1984, 1989) ovat rajanneet aritmetiikan ja algebran toisistaan ensimmdisen asteen
yhtaloilla, joissa tuntematon esiintyy yhtdasuuruusmerkin molemmilla puolilla, silla suurin osa oppilaista ei
kyennyt ratkaisemaan téllaista yhtdloa ilman algebran opetusta (Linchevski & Livneh, 1999). Linchevski ja
Hescovics (1996) havaitsivat, ettd oppilaat kykenevéat ratkaisemaan ensimmaisen asteen yhtal6itd, joissa
muuttujaa esiintyy vain yhtdsuuruusmerkin vasemmalla puolella, kdyttamalld kainteisoperaatioita
vastakkaisessa jarjestyksessd. Useissa tutkimuksissa kdy ilmi, ettd oppilaat kykenevat algebralliseen
ajatteluun ilman kirjaimia ennen kuin heille on opetettu algebran symboliikkaa (Linchevski, 1995; Van
Amerom, 2003; Hewitt, 2012). Algebran sanotaankin olevan tapa ajatella, ei pelkdstddn kirjainten ja

symbolien kdyttoa (Malisani & Spagnolo, 2009).

Zazkis & Liljedahl (2002) pohtivat artikkelinsa johtopaatoksissa sitd, miten algebrallisen ajattelun lasnaolo
voidaan havaita ja mitkd seikat osoittavat sen esiintymisen. He esittavat, ettd oppilas voi kyeta

algebralliseen ajatteluun, vaikka ei kykenisikdan ilmaisemaan sita algebrallisin symbolein. Toisaalta



myoskdan algebrallisten symbolien kaytto itsessadn ei ole merkki algebrallisesta ajattelusta (Zazkis &
Liliedahl, 2002). Warren (2003) maarittelee algebrallisen ajattelun prosessiksi, johon kuuluu ongelman
numeeristen yhteyksien ja rajoituksien huomioiminen, ongelman “kaantaminen” puhutulle kielelle ainakin
ajatuksen tasolla seka loppujen lopuksi opetuksen myota taito esittda ongelma algebran symbolien avulla.
Oppilaat voivat taman mukaan kuitenkin siis kdyttaa algebrallista ajattelua myo6s puhtaasti aritmeettisissa
ongelmissa. Selvyyden vuoksi tdssa tutkielmassa tehtdvistd puhuttaessa aritmetiikan ja algebran raja
vedetdan kirjainmuuttujan kayttéonottoon. Aritmetiikkaan sisaltyvat siis ainoastaan puhtaasti numeeriset

tehtavat ja kirjainmuuttujia sisaltavat lausekkeet, yhtalot ja termit luetaan kuuluvaksi algebran piiriin.

1.2. Siirtyma aritmetiikasta algebraan
Aritmetiikan ja algebran vélisen siirtyman haasteellisuus on havaittu jo vuosikymmenia sitten, ja algebran
aloittamiseen liittyvid vaikeuksia on tutkittu 1980-luvun alkupuolelta |ldhtien (Malisani & Spagnolo, 2009).
Koska tutkimusta on tehty paljon, on saatuja tuloksia my6s hyddynnetty matematiikan opetuksessa.
Toisaalta tuoreita tutkimuksia aiheesta ilmestyy jatkuvasti, joten ongelma on selvasti edelleen olemassa.
Tassa tutkielmassa perehdytaan siirtymassa aritmetiikasta algebraan havaittuihin yleisimpiin vaikeuksiin ja
esteisiin, joita oppilaat kohtaavat algebran opetuksen alussa. Oleellista ndiden ongelmien tunnistamisessa
on luonnollisesti tutkimus siitd, mista vaikeudet mahdollisesti johtuvat ja miten ne kyettaisiin huomioimaan
matematiikan opetuksessa. Aiheesta tehdyt tutkimukset paljastavat oppimisvaikeuksien yleisyyden. Tama
herattavaa kysymyksen siitd, kuuluvatko oppimisvaikeudet vaistamattomasti algebran opetuksen
aloitukseen esimerkiksi oppilaiden kognitiivisen kehityksen vuoksi vai olisivatko ne valtettavissa

matematiikan pedagogiikkaa ja opetusmenetelmia kehittamalla?

Aritmetiikan ja algebran lausekkeiden ja muiden ilmaisujen rakenteellinen yhtéldisyys on selvaa, ja
perinteisesti tatd yhteytta kdytetdankin lahtékohtana algebran opetuksen aloituksessa. Kuitenkin johtuen
algebran moniulotteisesta maarittelystd, mydskaan sen opetukseen ei ole yhta yleisesti hyvaksyttya tapaa
(Van Amerom, 2003). Samankaltaisten rakenteiden kaytté ensin tutussa aritmetiikan ymparistossa ja sen
jalkeen algebran yhteydessa voi auttaa oppilaita siirtymassd, mutta tamakaan tapa ei ole ongelmaton.
Talléin oppilaiden onnistuminen algebrassa riippuu paljolti heiddan aiemmasta kokemuksestaan aritmetiikan
parissa (Warren, 2003). Jotta aritmetiikan ja algebran rakenteellista yhtaldisyytta voitaisiin hyédyntaa
siirtymassa, tulisi oppilaiden kasitys aritmetiikan rakenteista olla hyvin laaja ja joustava. Lisdksi siirtyma
algebraan tapahtuu suhteellisen lyhyen ajan sisdlla verrattuna aikaan, joka on kaytetty aritmetiikan
opiskeluun (Warren, 2003), joten aritmetiikan yhteydessa opittujen mahdollisten vaarinkasitysten ei voida

olettaa katoavan algebraan siirryttaessa.

Joidenkin tutkijoiden (Booth, 1988; Kieran 1988, 1992) mukaan oppilaiden ongelmat algebran rakenteiden

kanssa pohjautuvat ongelmiin, jotka ovat syntyneet jo aritmetiikan oppimisen yhteydessa. Rakenteiden



yhtaldisyyden ja yhtaldisyytta hyodyntavan opetusmenetelman vuoksi vaikeudet periytyvat aritmetiikasta
algebraan. Linchevski ja Livneh (1999) tutkivat tatd vaitettd testaamalla, 16ytyyko algebraan liittyvia
yleisimpia vaarinkasityksia puhtaasti numeeristen tehtdvien yhteydessa oppilailta, jotka eivat ole viela
aloittaneet algebran opiskelua. Artikkelissaan he toteavat, ettd algebran yhteydessa havaittuja yleisimpia
virheita ja hankaluuksia esiintyi myds numeerisissa tehtavissd, mikd ainakin osittain todistaa ongelmien
periytyvan aritmetiikasta. Toisaalta joidenkin tutkijoiden (Matz, 1980; Lins, 1990) mielestd vaikeudet
algebran parissa eivat valttamatta periydy aritmetiikan osaamisesta, vaan ongelma voi olla

siirtymavaiheessa.

Banerjee ja Subramaniam (2011) esittelevat artikkelissaan tutkimuksensa opetusmenetelmastd, joka
korostaa aritmetiikan ja algebran rakenteellista yhtaldisyyttd. Opetusmenetelman tarkoitus on tukea
oppilaita siirtymavaiheessa ja algebran aloituksessa. He mainitsevat algebran aloitukseen liittyvista
vaikeuksista muun muassa oppilaiden kyvyttomyyden ymmartaa kirjaimia ja symboleita sekd symbolisten
lausekkeiden ja yhtdldiden manipulointia. He esittavat naiden ongelmien johtuvan pitkadlti lausekkeiden
manipuloinnin heikosta ymmarryksesta aritmetiikan yhteydessd. Heidan opetusmenetelmansa tavoitteena
on tehdd nama symboliset muunnokset merkityksellisiksi oppilaille sekd aritmetiikan ettd algebran
yhteydessd, ja syventdad ndin oppilaiden ymmarrystd manipulaatioiden ulkoa opettelun sijaan. He
korostavat aritmetiikan ja algebran vilille luodun yhteyden merkitystd sen sijaan, ettd osa-alueita

kasiteltaisiin toisistaan erillisina.

Myos Kaput (1999) puoltaa voimakkaasti algebralliseen ajatteluun johdattelemisen ottamista osaksi koko
matematiikan opetussuunnitelmaa, aina alakoulusta ldahtien. Han korostaa ymmartamisen tarkeytta
algebran oppimisessa ja esittaa artikkelissaan, ettei perinteinen algebran opetus johda ymmarrykseen. Han
osoittaa artikkelissaan usein esimerkein, miten jo alakouluikdisia oppilaita voidaan johdatella algebralliseen
ajatteluun antaen heille ongelmia, jotka on yleisesti ajateltu olevan lilan vaikeita heidéan
ymmarrettavakseen. Han huomauttaa, ettd naissa esimerkeissa ei esiinny algebraa siind muodossa kuin se
yleisesti kasitetddn eli algebran symboleita ja niiden manipulointia. Hinen mukaansa algebra on paljon
muutakin ja sen pitdisi ndkyd myos koulualgebrassa. Kaput (1999) puhuu artikkelissaan nykyisen algebran
opetuksen ongelmista voimakkaaseen sdvyyn, mutta viittaa muiden tutkijoiden nakemyksiin aiheesta hyvin
vahan. Hanen oma ndakemyksensa nayttaytyy artikkelissa totuudenomaisena ja teksti on melko arvottavaa,

joten kyseisen lahteen luotettavuus on mahdollisesti syyta kyseenalaistaa.



2. Yleisimmin havaitut vaikeudet siirtymadssa aritmetiikasta algebraan

2.1. Kirjainmuuttuja
Siirryttdessa aritmetiikasta algebran opetukseen suurin ndkyvd muutos oppilaille on kirjainmuuttujan
kdyttéonotto (mm. Booth, 1988). Muuttujan kasite ja sen ymmartaminen onkin yksi yleisimmista
vaikeuksista siirtymassa, koska silla on eri merkityksia eri tilanteissa. Muuttujan kasitetta voidaan kayttaa
tilanteesta riippuen muun muassa numeron yleistyksend, tuntemattomana tai muuttujana
funktionaalisessa yhteydessd. Ensimmaiselld tarkoitetaan maarittelematonta lukua, jota kaytetaan
yleistyksissa ja yleisten metodien ilmaisuissa, kuten kaavoissa. Toinen merkitys viittaa tiettyyn, toistaiseksi
tuntemattomaan lukuun, joka voidaan mahdollisesti ratkaista. Kolmas merkitys on oma suomennokseni
Malisanin ja Spagnolon (2009) termista variable in a functional relation, jonka he maarittelevat siten, etta
kirjain voi kuvata tasmentamattémien lukujen arvojoukkoa, vaikka sitd maarittelevat ehdot eivat olisikaan

eksplisiittisesti maaritelty. (Malisani & Spagnolo, 2009)

Oppilaille tuottaa vaikeuksia se, ettd samaa symbolia voidaan kadyttdd kaikissa ndissd merkityksissa ja
toisaalta samassa merkityksessa voidaan kayttaa useita eri symboleja (Malisani & Spagnolo, 2009). Bardini,
Radford ja Sabena (2005) nayttivat tutkimuksessaan, ettd suurin osa oppilaista tulkitsee muuttujan
toistaiseksi maarittelemattomaksi luvuksi, joka voidaan ratkaista. Heiddn mukaansa nayttada silta, etta
tuntemattoman, ratkaistavissa olevan luvun kéasite on oppilaille helpompi ymmartaa, kuin yleistetty numero
tai muuttuja, joka voi saada useita eri arvoja. Tama voidaan yhdistdd aritmetiikan opetukseen, jossa
oppilaat usein ovat tottuneet I6ytamaan tehtaviin yksikasitteisen ratkaisun (mm. Booth, 1988). Sen lisaksi,
ettd oppilailla on taipumus kasittaa kirjainmuuttuja tiettyna tuntemattomana lukuna, heillad esiintyy usein

my0s vadrinkasitys, etta kahdella eri kirjainmuuttujalla ei voi olla samaa numeerista arvoa (Booth, 1988).

Malisani ja Spagnolo (2009) havaitsivat tutkimuksessaan, etta oppilaiden tulkinta kirjainmuuttujasta riippui
jossain maarin myos tehtdavakontekstista. Hekin totesivat oppilaiden kdyttavan useimmiten tuntemattoman
kasitetta etsien yksikasitteistd ratkaisua, mutta esimerkiksi analyyttisen geometrian yhteydessa oppilaat
kykenivat visualisoinnin avulla mieltam&an kirjainmuuttujan muuttujaksi, joka voi saada useita ratkaisuja.
Myds Booth (1988) mainitsee esimerkin x = y, joka ei useiden hdnen tutkimukseensa osallistuneiden 15-
vuotiaiden mukaan voinut pitdd paikkaansa algebran yhteydessa, silla kahdella eri muuttujalla ei voi olla
samaa numeerista arvoa. Analyyttisen geometrian yhteydessa oppilaat kuitenkin hyvdksyivat sen suoran
yhtalona selitykselld “this is graphs, not algebra!” (Booth, 1988, s. 304). Tama erdan oppilaan selitys kertoo
paljon myods hanen kasityksestddn matematiikasta laajana kokonaisuutena. Malisani & Spagnolo (2009)
vaittavat, ettd myoskdan monilla matematiikan opettajilla ei ole selkeda kasitystda tuntemattoman ja

muuttujan kasitteiden erosta. Malisani & Spagnolo (2009) selittavat tata silla, ettd koska molemmat



kasitteet edustavat tuntemattomia lukuja ja niitd voidaan manipuloida samalla tavalla symbolisella tasolla,

pystyvat opettajat kasittelemaan muuttujia tekematta kasitteellistd eroa naiden kahden merkityksen vilille.

Booth (1988) esittda artikkelissaan kirjainmuuttujaan liittyvilla vaikeuksilla olevan yhteys myos
aritmetiikkaan, jossa kirjaimia esiintyy ldhinnd vain yksik6itd merkittdessa. Talloin kirjaimella ei ole
numeerista arvoa, ja siirryttdessa algebran kirjainmuuttujiin oppilaat voivat yhdistda niihin aritmetiikassa
saamansa kasityksen kirjainten kdytosta paatyen vaarinkasityksiin. Myos jotkin ymmartamista helpottaviksi
suunnitellut opetusmenetelmat voivat vahvistaa tallaisia taipumuksia: "Hedelmasalaatti”- menetelma (mm.
Tirosh, Even & Robinson, 1998), jonka tarkoituksena on auttaa oppilaita ymmartamaan eri kirjainmuuttujia
sisaltavien termien yhdistelya koskevia sdantoja, voi aiheuttaa vaarinkasityksia. Tassa opetusmenetelméssa
ajatellaan esimerkiksi muuttujan a merkitsevan appelsiinien lukumaardd ja muuttujan b banaanien
lukumé&araa. Talloin lauseketta 3a + 2b ei voida sieventdd esimerkiksi muotoon 5ab (tastd oppilaiden
taipumuksesta myohemmin kappaleessa 2.5.), koska appelsiinit ja banaanit ovat eri asioita, eikd niiden
lukumaaria voida ndin ollen yhdistda. Vaikka opetusmenetelmdssa selitettdisiin muuttujakirjainten
merkitsevan nimenomaan hedelmien lukumaaraa, on havaittu, ettd useat oppilaat ymmartavat niiden
merkitsevan itse hedelmia. Talldin oppilaat tulkitsevat lausekkeen 3a + 2b ”“kolme appelsiinia plus kaksi
banaania”. Kirjainmuuttujat siis menettdavat numeerisen merkityksensd ja symboloivat oppilaille jotain
esinetta tai asiaa. Tallaisten vaarinkasitysten mahdollisen edistamisen lisdksi kyseinen opetusmenetelma on
kyseenalainen my®6s siihen tarkoitukseen johon se on luotu, silld on havaittu, ettd oppilaat kdyttavat sita
myo6s edelld mainitun termin 5ab selittamiseksi: “kolme appelsiinia ja kaksi banaania ovat yhteensa 5

appelsiinia ja banaania”. (Booth, 1988)

2.2. Matematiikan symbolinen Kieli
Kirjainmuuttujan lisdaksi myds muu symbolinen kieli tuottaa oppilaille haasteita siirryttdessa algebraan
(Malisani & Spagnolo, 2009; Hewitt, 2012). Van Amerom (2003) sai tutkimuksessaan selville, ettd 6- ja 7-
luokkalaiset kykenivat ratkaisemaan yhtaloita eli ajattelemaan algebrallisesti ainakin jollain tasolla, mutta
tehtavien muodollinen symbolisointi osoittautui ongelmaksi. Hewitt (2012) korostaa artikkelissaan, etta
opetettaessa algebran symboliikkaa oppilaille annetaan valmiina jonkun toisen keksimia symboleja, joita
kdytetdaan johdonmukaisuuden ja kaytannollisyyden vuoksi. Niiden kdytéssa on kyse jonkun valinnasta, ei
siitd, ettd ne olisivat absoluuttisesti oikeita tai vaaria merkintoja. Han painottaa, ettd muodollisten
algebrallisten merkintdjen oppiminen vaatii ennemmin niiden hyvaksymista ja omaksumista kuin yritysta
ymmartaa, miksi juuri kyseisia merkintoja kdytetadan. Hanen mukaansa tietyt merkintatavat taytyy vain

opettaa, ei olettaa oppilaiden keksivan tai kykenevan paattelemaan niita.

Toisaalta Malisani ja Spagnolo (2009) havaitsivat oppilaiden symbolisen kielen rakentumisen olevan hyvin

hidasta, jonka vuoksi luonnollisen kielen vaiheittainen poisjatto ja algebran symboleihin siirtyminen nimien



ja lyhenteiden kautta tukee tata prosessia parhaiten. Myods Van Amerom (2003) kasittelee artikkelissaan
opetusmenetelmad, jossa algebran merkint6ihin siirtyminen tapahtuu oppilaiden omien epamuodollisten
merkintojen ja strategioiden kautta. Han havaitsi, ettd kun oppilaita ohjataan kehittdmaan itse merkintoja,
joilla esimerkiksi sanallinen tehtdva voidaan esittdd yksinkertaisemmin, he usein kehittelevat niita
tehokkaammiksi muun muassa sanojen lyhenteitd ja ensimmaisida kirjaimia kayttamalla. Oppilaat siis
jattavat puhutun kielen vaiheittain pois ja siirtyvat kdyttamaan omia epamuodollisia merkintdjaan, joiden
merkityksen he ovat itse keksineet. N&in ollen he ymmartavat myds merkintdjen tarkoituksen. Van
Amerom (2003) nakee taman yhtena keinona helpottaa siirtymaa algebran muodollisten symbolien
kdyttoon, silla ndin voidaan auttaa oppilaita ndkemaan kirjainmuuttujan ja muiden symbolien tarve
matematiikassa. Han kuitenkin nostaa lopuksi esille sen, ettd siirtyminen oppilaiden intuitiivisista

merkinnoista algebran muodolliseen symboliikkaan voi osoittautua ongelmalliseksi.

Lisaksi Hewitt (2012) mainitsee matematiikan kielen oppimisen kannalta tarkean seikan: ei riitd, etta
oppilas tunnistaa yksittdiset symbolit. Symbolin kykenee tulkitsemaan vasta, kun ymmartda, miten sen

merkitys riippuu muista symboleista sen ymparilld. Esimerkkina han mainitsee symbolin "2” ja sen erilaiset

merkitykset esimerkiksi luvuissa 24, 42 ja 2/4 (Hewitt, 2012, s. 141).

Van Amerom (2003) esittaa artikkelissaan, etta oppilaiden algebrallinen paattely (engl. algebraic reasoning)
ja kyky symbolisoida eivat valttdamatta kehity samanaikaisesti. Han esittelee oppilaiden sanallisten
tehtdvien ratkaisuja, joista tdma kay ilmi. Ensimmaisessd hanen esittelemassdan ratkaisussa oppilas on
kyennyt kirjoittamaan tehtdvdnannon matemaattiseen muotoon yhtaloksi oikeaoppisesti, mutta hanen
tekemdansa merkinnat osoittavat, ettei han osaa kayttaa yhtaloa ongelman ratkaisuun. Oppilas on selittanyt
paatelmansa kirjallisesti ja suorittanut laskutoimitukset ainoastaan tehtavdn numeerisia osia kayttden,
ilman yhtal6ssa esiintyneitd kirjainmuuttujia. Van Amerom esittada, ettd oppilas siis kykenee kadyttdamaan
muodollista formalisointia yhtdlon kirjoittamiseksi, mutta algebrallinen yhtadlonratkaisu ei onnistu, vaan han
ratkaisee sen aritmeettisin keinoin. Toisen oppilaan ratkaisusta kdy ilmi, ettd vaikka han ei kykene
esittdmddn tehtdvdnantoa tai algebrallisia manipulaatioita muodollisesti, hdn kayttda algebrallisia
strategioita, kuten toisen tuntemattoman eliminointia sujuvasti omin merkinndin. P3aatelmana muun
muassa naistd Van Amerom esittdd, ettd algebrallinen symbolisointi ja paattelykyky eivat ole toisistaan
riippuvaisia. Tassa hanen voidaan ymmartaa tarkoittavan algebrallisella paattelylla kykya perustella tehdyt
paatelmat algebran symbolisten manipulaatioiden avulla. Molempien oppilaiden tapauksessa on selvaa,

ettd he kykenevat ajattelemaan algebrallisesti.

2.2.1. Luonnollisen kielen yhteys matematiikkaan
Yhtena yleisimmista ongelmista tutkimuksissa nousee esiin myos algebran kielen ja luonnollisen, puhutun

kielen yhteys. Algebran ongelman kadantaminen puhutulle kielelle ja toisaalta sanallisen tehtdavan ongelman



ilmaiseminen algebran symbolein tuottavat hankaluuksia oppilaille (Malisani & Spagnolo, 2009; Warren,
2003; Van Amerom, 2003). Linchevski (1995) nostaa esille sanallisten tehtdvien ratkaisutapojen
monipuolisuuden. Han ndyttdd esimerkin avulla, kuinka sanallinen tehtdvd voidaan ratkaista seka
aritmeettisesti ettd algebran menetelmien avulla. Kyseisessa tehtavassa nama kaksi eri ratkaisutapaa ovat
myos suurin piirtein yhta pitkia ja tyolaita. Vaikka algebrallinen ratkaisu vaatiikin menetelmien osaamisen,
on se toisaalta ratkaisijalle ajatuksellisesti helpompi tapa. Aritmeettinen ratkaisu vaatii ratkaisijaltaan
ainakin jollain tasolla syvempaa ymmarrysta ja algebrallista ajattelua. Linchevski (1995) esittda sanallisten
tehtavien esittelyn jo aritmetiikan yhteydessa vahentavan mahdollisesti oppilaiden ongelmia niiden kanssa
algebran viitekehyksessa. Tuntuu luonnolliselta, ettd oppilaiden tottumus sanallisiin tehtdviin helpottaa
niiden ymmartamistd myos algebran yhteydessa. Kysymykseksi jaa kuitenkin se, voiko talla tavalla valttaa

vaikeuksia sanallisen ja algebrallisen esitysmuodon vilisen yhteyden luomisessa.

Herscovics ja Linchevski (1994) esittavat puhutun kielen kdytén matematiikassa olevan edellytys symbolisen
kielen kayttoon. Heidan mukaansa oppilaiden tulee kyeta esittdmaan matemaattinen vaite luonnollisella
kielelld, ennen kuin kykenee ilmaisemaan sen matemaattisesti. Yleisesti kyky esittdd matemaattinen
ongelma puhutulla kielelld ymmarretdadan merkkind ongelman ymmartamisestd. Warren kuitenkin (2003)
kyseenalaistaa vditteen, ettd onnistunut puhekielen kayttd olisi valttamaton edellytys ymmartamiselle ja
algebralliselle ajattelulle. Han havaitsi, ettd oppilas voi kyetd esittdmaan matemaattisia yleistyksia
symbolien avulla, vaikka niiden esittaminen puhekielelld olisi tuottanutkin ongelmia. Useissa tutkimuksissa
kuitenkin kaytetdaan kirjallisen ilmaisun lisdksi haastattelua ja ratkaisujen sanallista selittdmistd yhtena
havainnointikeinona, silld sanavalinnat ja luonnollisella kielelld esitetyt selitykset voivat kertoa oppilaan

ajattelutavasta ja ymmarryksestd enemman kuin kirjallinen ratkaisu (mm. Zazkis & Liljedahl, 2002).

2.3. Matemaattiset rakenteet
Warren (2003) tutkii artikkelissaan aritmetiikan yhteydessd opittujen matemaattisten rakenteiden
merkitystda siirtymadssa algebraan. Han esittdd, ettd tieto matemaattisista rakenteista on oleellista
siirtymdvaiheessa. Talla tarkoitetaan tietoa matemaattisista objekteista sekd ndiden objektien ja niiden
ominaisuuksien vélisista yhteyksista (Morris, 1999). Matemaattisten rakenteiden voidaan ajatella koskevan
muun muassa termien vélisid suhteita (esimerkiksi yhtdsuuruus, pienemmyys tai suuremmuus),
operaatioiden ryhm&ominaisuuksia (onko operaatio assosiatiivinen ja/tai kommutatiivinen tai onko silld
kdanteisoperaatiota) sekd operaatioiden vélisida suhteita (Warren, 2003). Perinteisessd siirtymassa
algebraan oletetaan, ettd nama kasitteet ovat oppilaille ennestdan tuttuja aritmetiikan osalta. Kieran (1988)
madrittelee rakenteellisen tiedon kyvyksi tunnistaa lausekkeen kaikki ekvivalentit muodot. Useat tutkijat
(mm. Booth, 1988; Kieran, 1988, 1992) katsovat algebran opiskelun aloituksen yhteydessa koettujen

vaikeuksien johtuvan oppilaiden kyvyttdmyydesta tunnistaa algebran lausekkeiden ekvivalentteja muotoja.



Boothin (1984, 1988) jo aiemmin mainittu esitys vaikeuksien periytymisesta aritmetiikasta algebraan johtuu
hdanen mukaansa osittain oppilaiden puutteellisesta ymmarryksesta liittyen erilaisiin aritmeettisiin

rakenteisiin.

Linchevski ja Livneh (1999) kasittelevat artikkelissaan siirtymavaihetta juuri rakenteellisen hahmottamisen
nakodkulmasta. He viittaavat aiempiin tutkimuksiin (Herscovics & Linchevski, 1995; Linchevski & Herscovics,
1996), joissa havaittiin, ettd vaikeuksia hahmottaa lausekkeiden matemaattista rakennetta ilmeni jo
oppilailla, jotka eivat olleet vield saaneet opetusta algebrasta. Oppilaille annettiin yhtadlonratkaisutehtavia
ja suurin osa oppilaista alkoi oma-aloitteisesti manipuloida yhtaldiden numeerisia osia, koskematta
muuttujaan. Suurimmalla osalla oppilaista, jotka eivdt osanneet ratkaista yhtdloa 4 +n—-2+5=11+
3 + 5, virhe tapahtui kuitenkin juuri yhtdlon numeerisessa osassa. Useat oppilaat paatyivat esimerkiksi
yhtdléon 4 +n — 7 = 19. He siis "irrottivat” luvun 2 sitd edeltdvastd operaatiosta. Kyseistda ongelmaa
havaittiin myds muissa tehtavissa, joten sen voidaan katsoa olevan ainakin jossain maarin systemaattinen
virhe. Linchevski ja Livneh (1999) puhuvat siitd nimella detachment of a term from the indicated operation.
Banerjee ja Subramaniam (2012) puhuvat samasta asiasta artikkelissaan yksinkertaistetusti nimelld
detachment error.  Tassa tutkielmassa kdytetddn omaa suomennostani Linchevskin ja Livnehin

kuvaavammasta nimityksesta: termin irrottaminen siihen viittaavasta operaatiosta.

Toinen Linchevskin ja Livnehin (1999) havaitsema rakenteiden puutteelliseen hahmottamiseen liittyva virhe
tulee esille yhtalossd 115 —n + 9 = 61. Osa oppilaista ratkaisi tdman yhdistamalla numeerisia termeja
niin, ettd saivat yhtdlon 106 —n = 61 tai 106 + n = 61, hypaten muuttujan yli ja liittden luvun 115
perdssad olevan operaation lukuun 9 muuttujan sijasta. Oppilaat eivat olleet saaneet opetusta algebrasta,
mika herdttaa kysymyksia siitd johtuivatko nama virheet uudesta asiasta — kirjainmuuttujasta — vai onko
niilla jotain tekemista aritmetiikan yhteydessa syntyneiden vaarinkasitysten kanssa. Voidaan olettaa, etta
koska oppilaat olivat kokemattomia yhtalonratkaisussa, olivat heiddan kayttamansa menetelmat yhtaldiden
parissa ainakin osittain sattumanvaraisia. Kuitenkin tietyt virhetyypit havaittiin niin yleisiksi jo lausekkeiden
numeeristen osien ryhmittelyssa, ettei niitd voi taysin sivuuttaa viitaten sattumanvaraisuuteen. (Linchevski

& Livneh, 1999)

Tutkiakseen rakenteellisen hahmottamisen mahdollista periytymistd aritmetiikasta Linchevski ja Livneh
(1999) muuttivat koejarjestelyd aiemmasta niin, ettad kayttivat tehtdvind ainoastaan numeerisia yhtaloita.
Tassakaan tutkimuksessa siihen osallistuneet oppilaat eivat olleet saaneet lainkaan opetusta algebrasta.
Kaikki oppilaat olivat saaneet opetusta liittyen operaatioiden jarjestykseen, mutta negatiivisia lukuja ei ollut
kasitelty. Riippumatta siitd, ettd tehtdvat olivat puhtaasti aritmeettisia, edelld mainittujen ongelmien
havaittiin olevan erittdin yleisid. Termin irrottaminen siihen viittaavasta operaatiosta sekad operaation

liittdminen sitd edeltdvaan lukuun havaittiin olevan hyvin yleisia taipumuksia. Naiden lisdksi oppilaat tekivat
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hyvin paljon virheita liittyen operaatioiden jarjestykseen. Tutkimukseen osallistuneista 53 oppilaasta 47
tekivat ainakin yhdessa tehtdvassa virheita liittyen termin irrottamiseen siihen viittaavasta operaatiosta, ja
muuttujan yli hyppdaminen liittden operaatio sita edeltavaan lukuun esiintyi 29 oppilaalla. Tutkimus siis
vahvistaa kyseisten ongelmien esiintymisen jo puhtaasti numeerisissa tehtdvissa ja antaa suuntaa niiden
yleisyydelle. Merkittavaa heidan tutkimuksessaan on myos se, ettd osa tutkittavista oppilaista oli Israelista
ja osa Kanadasta. Tama viittaa siihen, etteivat tietyt ongelmat ole ainakaan tdysin seurausta tietysta

opetussuunnitelmasta tai -menetelmasta.

2.4. Yhtisuuruusmerkin ymmartiminen
Yhtasuuruusmerkin ja yhtd suurien lausekkeiden ymmartdminen algebrassa nousee useissa
siirtymavaihetta kasittelevissa artikkeleissa yhdeksi yleisimmistd ongelmista (Linchevski & Livneh, 1999;
Hewitt, 2012; Warren, 2003). Useimmin esille nouseva vaarinkdsitys on oppilaiden kasitys
yhtasuuruusmerkistd kaskyna ilmoittaa laskutoimituksen vastaus sen sijaan, ettd se ymmarrettaisiin
lausekkeiden yhtéaldisyyden merkkina. Falkner, Levi ja Carpenter (1999) havaitsivat yhtasuuruuteen liittyvia
vaadrinkasityksia jo 1. luokan oppilailla. He esittavat syynd ndihin vaarinkasityksiin olevan oppilaiden
tottuneisuuden tehtaviin, joissa yhtdasuuruusmerkkid seuraa yksi luku. Yhtdsuuruusmerkin yleisimmin
esiintyva kayttd aritmetiikan yhteydessa on juuri tilanteessa, jossa silla ilmaistaan laskutehtdvan

numeerinen, yleensa yksikasitteinen vastaus.

Myos Sfard ja Linchevski (1994) esittavat artikkelissaan useiden algebran yhtaléiden ratkaisuun liittyvien
vaikeuksien selittyvdn oppilaiden yhtdsuuruuden kasitteen ymmartamattomyydelld, joka on seurausta
aritmetiikan opetuksesta. Heiddn mukaansa oppilailla on aritmetiikan pohjalta vahva kasitys siita, etta
yhtalossa vasemmalla puolella on aina prosessi ja oikealla puolella numeerinen “vastaus”. Silloin kun néin ei
ole, eivat oppilaat enda kykene ymmartamaan tai ratkaisemaan yhtaloa. Yhtasuuruusmerkki nahdaan siis
ainoastaan kaskyna suorittaa operaatiot. Sfard ja Linchevski (1994) huomauttavat, ettd etenkin nykyaan
laskimen kayttd voi vahvistaa tata kasitystd yhtdasuuruusmerkistad, silla siind sitd kdytetdan juuri tassa

merkityksessa: ilmoittamaan laskutoimituksen lopputulos.

Banerjee ja Subramaniam (2012) osoittavat artikkelissaan oppilaiden kykenemattémyyden tunnistaa
yhtasuuruutta aritmeettisten lausekkeiden valilld ilman laskutoimitusten suorittamista, esimerkiksi
yhtdlossa 27 + 12 = 25 4 14. He havaitsivat suuria puutteita oppilaiden ymmarryksessa yhtasuuruudesta.
He pitavat keskustelua yhtasuuruusmerkista ja sen merkityksesta seka lausekkeiden yhtasuuruudesta ja
ekvivalenssista yhtend ymmarrysta syventdvana tapana, mutta mikdan naistd ei kuulunut heidan
tutkimiensa oppilaiden opetussuunnitelmaan. Myds he korostavat keskittymisen siirtdmista
laskutoimituksista lausekkeiden rakenteiden ymmartamiseen ja uskovat sen johtavan myos yhtasuuruuden

syvempaan ymmarrykseen.
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Banerjee ja Subramaniam (2012) havaitsivat, etteivdat oppilaat ymmartaneet yhta suurille algebran
lausekkeille tehtyjen samojen (sallittujen) muunnosten sailyttdavdan lausekkeiden yhtdsuuruuden milla
tahansa muuttujan arvolla. Tama kertoo lausekkeiden ekvivalenssin heikosta ymmarryksesta. He
havaitsivat, ettd oppilaat kykenivat tekemddan symbolisia muunnoksia algebran lausekkeille seka
ymmartamaan kahden lausekkeen yhtasuuruuden sijoittaessaan muuttujan tilalle lukuarvon. Oppilaat eivat
kuitenkaan kyenneet yhdistimaan naitd asioita keskendan saavuttaakseen syvemman ymmarryksen

lausekkeiden ekvivalenssista. (Banerjee & Subramaniam, 2012)

Myo6s Linchevskin (1995) artikkelissa, jossa kasitellddn algebrallisiin rakenteisiin ja kasitteisiin
tutustuttamista aritmetiikan yhteydessa, huomioidaan yhtasuuruusmerkin puutteellinen ymmarrys. Hankin
mainitsee oppilaiden aritmetiikan yhteydessa syntyvan kasityksen yhtasuuruusmerkista olevan ldhinna
laskennalliseen prosessiin liittyva kasky. Lisdksi han esittdd yhtdasuuruusmerkin yksipuolisen kayton
aritmetiikassa vahvistavan oppilaiden puutteellista kasitystd yhtaloista vasemmalta oikealle luettavina
tehtdvind. Hanen mukaansa oppilaiden kasitys yhtdldista on se, ettd itse ”"laskutehtdavad” on
yhtasuuruusmerkin vasemmalla puolella ja "vastaus” oikealla puolella. Artikkelissaan han kasittelee muun
muassa tamankaltaisiin aritmetiikasta algebraan periytyviin vaarinkasityksiin puuttumista jo aritmetiikan
yhteydessd ja puhuu esialgebrasta. Yhtasuuruusmerkin ja lausekkeiden yhtdsuuruuden yhteydessad han
antaa oppilaille esiteltavista tehtdvistd esimerkkeind yhtdlot 24+3=3+2,24+3=2+4+3ja2+3 =5,
jotka hdnen mukaansa tuovat oppilaille esille yhtasuuruusmerkin eri merkitykset. Muun muassa tallainen
yhtasuuruusmerkin monipuolinen esittely ja kayttd aritmetiikan yhteydessa voi hanen mukaansa helpottaa
algebrassa vaadittavaa laajempaa ymmarrystd yhtdsuuruudesta ja lausekkeiden ekvivalenssista. Booth
(1988) esittaa lisdksi, ettda yhtasuuruusmerkin ymmarrykseen liittyvia ongelmia on havaittu myos
peruskouluikdisia vanhemmilla oppilailla, joka kertoo siitd, miten vaikeaa aritmetiikan yhteydessa

omaksutuista vaarinkasityksistd on paasta eroon.
2.5. Vaikeus Kkasitelld algebran lausekkeita objekteina

2.5.1. Oppilaiden taipumus suorittaa operaatiot algebran lausekkeissa
Algebran voidaan ajatella olevan luonteeltaan duaalinen, silld algebran lausekkeet taytyy ymmartaa seka
prosesseina, ettd objekteina. Talla tarkoitetaan esimerkiksi lausekkeen a+ b ymmartamistd seka
yhteenlaskuna, ettda yhtena objektina jota voidaan operoida ja jota ei voida saattaa yksinkertaisempaan
muotoon ilman enempaa tietoa. Oppilailla on havaittu ongelmia, joiden voidaan paatelld johtuvan taman

ymmarryksen puutteesta. (Tirosh et al., 1998; Linchevski & Herscovics, 1996)

Jo Collis (1974) havaitsi samankaltaisen kognitiivisen ongelman: vaikeuden hyvaksya algebran lausekkeiden
"keskenerdisyys” (oma suomennos, engl. acceptance of the lack of closure). Talla termilld han tarkoitti

oppilaiden taipumusta ja halua suorittaa algebran lausekkeissa esiintyvat operaatiot sekd vaikeuksia
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hyvaksya se, ettei niin aina voida tehdd. My6s muut tutkijat (Tirosh et al., 1998; Hewitt, 2012) puhuvat
samasta asiasta ja selittavat sitd nimenomaan oppilaiden kyvyttomyydelld ndhda operaatioita sisaltavia
lausekkeita matemaattisina objekteina sellaisenaan. Tirosh et al. (1998) esittdvat oppilaiden ndkevan
tallaiset avoimet lausekkeet keskenerdisind, jonka takia ne halutaan saattaa loppuun. Taman voidaan
ajatella olevan yksi niista asioista, jotka periytyvat aritmetiikasta, jossa oppilaat ovat tottuneet tulkitsemaan
esimerkiksi 4+ - merkin ainoastaan kaskyksi summata. Aritmetiikan yhteydessa oppilaat ovat myos tottuneet
suorittamaan kaikki lausekkeissa esiintyvat operaatiot loppuun ja paatymaan lopuksi yhteen numeerisen
vastaukseen. (Hewitt, 2012) Myds muut tutkijat (mm. Booth, 1988) mainitsee aritmetiikan
vastauskeskeisen luonteen vaikuttavan oppilaiden kasityksiin algebran yhteydessa. Algebrassa padasia ei

ole itse vastaus vaan pikemminkin prosessi, jolla mahdolliseen vastaukseen paadytaan.

Oppilaiden taipumus yhdistda tai saattaa loppuun algebran lausekkeita, joissa se ei ole mahdollista, johtaa
luonnollisesti virheisiin. Kun termit halutaan yhdistda, mutta sallittuja keinoja siihen ei ole, ovat
menetelmaét usein sattumanvaraisia. Tirosh et al. (1998) antavat esimerkin 5x + 8, jonka oppilaat ndkevat
kaskyna summata termit ja paatyvat joko vastaukseen 13x tai 13. Artikkelissa myos huomautetaan, etta
termin 13x oppilaat kuitenkin tdssd tuntuvat nakevan “lopputuloksena”, jota ei enda tarvitse
yksinkertaistaa, vaikka kyseessd onkin kertolasku. (Tirosh et al.,, 1998) Myds Hewitt (2012) esittaa
samankaltaisella esimerkilld oppilaiden taipumusta koettaa pdastd lausekkeessa olevasta operaatiosta

eroon, ennen kuin kykenevat kasittelemaan sitd matemaattisena objektina.

Oppilaiden on myds havaittu muuntavan algebran yhtdloitd ja lausekkeita aritmeettisiksi kayttaen
sattumanvaraisia, itse kehitettyjda menetelmid, jotta voisivat padtya kaipaamaansa numeeriseen
vastaukseen (Booth, 1988). Esimerkkindg Booth (1988) antaa tehtdvan, jossa oppilaan tulee ilmoittaa
n —sivuisen monikulmion piirin pituus, kun jokaisen sivun pituus on 2. Oppilas ymmartaa vastauksen olevan
n - 2, muttei hyvaksy sita vastaukseksi ja paattelee aakkosten avulla muuttujan arvon olevan n = 14, jolloin
han kykenee laskemaan tehtavalle numeerisen vastauksen. Myds Booth (1988) on havainnut, ettd vaikka
oppilas kykenisikin hyvaksymaan kirjainmuuttujan esiintymisen vastauksessa, on taipumus saattaa vastaus
yksitermiseen muotoon hyvin yleinen. Talléin menetelmat voivat olla sattumanvaraisia ja virheellisid. Han
kyseenalaistaa sen, onko tdssa kyse kognitiivisesta vaikeudesta vai onko taipumus peraisin aritmetiikan

yhteydessa saaduista kasityksistd ja toimintamalleista? (Booth, 1988)

Tirosh et al. (1998) tutkivat artikkelissaan opettajien tietoisuutta tasta oppilaiden taipumuksesta suorittaa
operaatiot algebran lausekkeissa. He toteavat kyseisen ongelman esiintyvdn matematiikan didaktiikan
kirjallisuudessa, mutta opettajien tietoisuutta ja opetusmenetelmid ongelman poistamiseksi ei ole
juurikaan tutkittu. He tutkivat neljaa Israelilaista seitsemannen luokan opettajaa, joista kaksi oli noviiseja ja

toiset kaksi olleet alalla vahintdan 15 vuotta. He havaitsivat, ettd nuoret opettajat eivat olleet tietoisia tasta
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taipumuksesta, mutta vanhemmille opettajille se oli tuttu vuosien kokemuksen myo6ta. Tama vaikuttaa
luonnolliselta tulokselta, joskin osoittaa sen, ettd kyseistda ongelmaa ei ole valttamatta huomioitu nuorten
opettajien opettajankoulutuksessa. Huomion arvoista on kuitenkin se, ettd myoskdaan vanhemmat,
ongelmasta tietoiset opettajat eivat osanneet selittdd mistd tdma voi johtua. Tirosh et al. (1998) korostavat,
ettd ongelman tiedostamisen lisdaksi opettajien tulisi olla tietoisia sen syista. Lisdksi olennaista opettajille
olisi tieto erilaisista opetusmenetelmistad kyseiseen ongelmaan liittyen, niiden hyvista ja huonoista puolista
seka lyhyellda etta pitkalla tdhtdimelld. Talla he viittaavat siihen, ettd huomion pitdisi olla virheiden
"tilapaisen” poistamisen sijaan oppilaiden rakenteellisen ymmarryksen kehittdmisessd, jotta ongelmilta

voitaisiin valttya tulevaisuudessa.

2.5.2. Algebran duaalinen luonne
Edelld mainittu taipumus suorittaa operaatiot algebran lausekkeissa mainitaan Sfardin ja Linchevskin (1994)
artikkelissa yhtena merkkina oppilaiden kyvyttomyydesta nahda algebran lausekkeet itsenaisinad objekteina.
Heidan artikkelinsa kasittelee algebran duaalista luonnetta eli algebran operationaalista ja rakenteellista
nakdkulmaa. Operationaalisella nakokulmalla tarkoitetaan algebran lausekkeiden nakemistd sarjana
laskutoimituksia, jotka tulee suorittaa. Samasta asiasta puhuttaessa kdytetdan myos termid lausekkeen
ndkeminen prosessina. Rakenteellisella hahmottamisella taas viitataan kykyyn nahda algebran lausekkeet
itsendisinad objekteina, joita voidaan operoida. Artikkelissa kdytetdankin tasta termia lausekkeen nékeminen
objektina. Sfard ja Linchevski (1994) liittavat naiden eri ndakokulmien omaksumisen vahvasti kykyyn oppia ja
etenkin ymmartaa algebraa. He esittavat, ettd nama nakokulmat ovat lasna algebran lisdksi myos kaikessa
muussa matematiikassa ja ettd ne eivat ole toisensa poissulkevat, vaan ennemmin toisiaan tdaydentavat.
Vaikka he puhuvat artikkelissaan oppilaista, jotka ovat vield operationaalisella ajattelutasolla, he
korostavat, ettei rajanveto operationaalisen ja rakenteellisen nakdkulman valilla ole selvda. Nama kaksi
nakodkulmaa ovat ainakin jossain maarin sisdakkaisia ja 1dhinnd kyse on siitd, kumpi nakékulma on missakin

vaiheessa oppilaalla vallitseva.

Sfard ja Linchevski (1994) tuovat artikkelissaan esiin algebran monimuotoisen luonteen esittelemallad eri
tapoja ndhda algebran lauseke. Algebran lauseke voidaan ndhda esimerkiksi laskennallisena prosessina,
tiettyna lukuna, funktiona tai vain ketjuna symboleita. Nakdkulma riippuu sekd katsojan ennakkotiedoista
ettd tilanteesta jossa lauseke esiintyy. Oppilaiden erilaiset tavat ndahda algebran lausekkeet voivat kuitenkin
jdada tiedostamatta opettajalta, silla esimerkiksi oppilaan tekemd&da algebran yhtdlon ratkaisua
tarkastelemalla ei valttamatta kdy ilmi, miten han on yhtdlon nahnyt. Muodollista ratkaisumenetelmaa
noudattamalla ratkaisu voi nayttda tdysin samalta kuin vaikkapa matemaatikon ratkaisu, riippumatta
oppilaan omasta ymmarryksesta tilanteeseen liittyen. Sfardin ja Linchevskin (1994) mukaan oleellista
algebrassa ja matematiikassa ylipaataan on kyky tiedostaa nama eri nakdkulmat ja kayttaa niita joustavasti

tilanteen vaatimuksien mukaan.
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Sfard ja Linchevski (1994) perustelevat tutkimustulostensa avulla, ettd operationaalinen ajattelu edeltda
rakenteellista ajattelua luontaisesti ja spontaanisti. He liittdvat tdman myos algebran historialliseen
kehitykseen, jossa operationaalinen ajattelu on edeltanyt rakenteellista. Rakenteellinen ajattelu kehittyy
silloin, kun aluksi jollain tasolla ainoastaan prosessina kasitelty matemaattinen ilmaus voidaan nahda
objektina ylemmalla tasolla. Talloin sitd voidaan myo6s operoida ja se tulee osaksi tdman ylemman tason
prosessia. Sfard ja Linchevski (1994) korostavat, ettd siirtymd operationaalisesta ajattelusta algebran
duaalisen luonteen ymmarrykseen on ongelmallista monille oppilaille. Heiddn mielestddan tama selittaa
suurelta osin vaikeuksia, joita seka siirtymdassa aritmetiikasta algebraan etta yleisesti algebran oppimisessa
on havaittu. Aritmetiikan parissa prosessi ja objekti voidaan melko yksiselitteisesti erottaa toisistaan, silla
prosessit kyetadn paasaantodisesti viemaan loppuun ja saamaan ndin ollen (numeerinen) tulos, jota osataan
kasitelld objektina. Algebrassa nain ei kuitenkaan ole, ja juuri tdhan liittyy aiemmin mainittu vaikeus
hyvaksya algebran lausekkeiden keskeneraisyys: oppilaat eivat kykene ndkemaan lausekkeita operoitavina

objekteina ennen kuin niissa itsessdan olevat operaatiot on suoritettu.

Sfard ja Linchevski (1994) paattelevat tutkimustuloksistaan, ettd operationaalinen ndkdkulma algebraan
nayttdisi periytyvan aritmetiikasta, jossa oppilaat ovat tottuneet suorittamaan lausekkeissa esiintyvat
operaatiot pdatyen yhteen numeeriseen vastaukseen. Kuten aiemmin mainittu (ks. kappale 1.1.), tutkijat
ovat havainneet, ettd oppilaat kykenevat ratkaisemaan spontaanisti ensimmaisen asteen yhtal6itd, joissa
muuttuja esiintyy ainoastaan vasemmalla puolella. Kun muuttujaa esiintyy yhtasuuruusmerkin molemmin
puolin, ratkaiseminen ei enda onnistukaan. Sfard ja Linchevski (1994) selittdvat tdman silla, ettd muuttujan
esiintyessa vain toisella puolella yhtdlon voi ratkaista tdysin operationaalisesti, suorittamalla operaatiot
"vastakkaisessa jarjestyksessa”. Kun muuttujaa sisaltavia termeja on yhtasuuruusmerkin molemmin puolin,

tarvitaan yhtalon ratkaisuun rakenteellista nakékulmaa.

Sfardin ja Linchevskin (1994) tutkimustulokset osoittavat, ettad yksi syy oppilaiden kykeneméattomyyteen
ratkaista tallainen yhtaloé on vaikeus ymmartaa yhtasuuruusmerkki lausekkeiden ekvivalenssina. Tama on
seurausta siitd millaisen kasityksen he ovat saaneet yhtdsuuruusmerkistd aritmetiikan viitekehyksessa.
Huomattavaa on se, ettad he havaitsivat saman oppilaan kykenevan ratkaisemaan yhtalon 7x 4+ 157 = 248,
mutta yhtdlon 112 = 12x + 47 ratkaisu ei onnistunut, koska oppilas oli niin tottunut ndkemaan operaatiot
yhtasuuruusmerkin vasemmalla puolella ja “vastauksen” sen oikealla puolella, ettei ymmartanyt
jalkimmaista yhtaloa. Sfard ja Linchevski (1994) esittavat, ettd tdmankaltaiset vaarinkasitykset periytyvat
aritmetiikasta, jossa yhtasuuruusmerkkia kaytetdaan lahinna kdskyna suorittaa operaatiot, eika lausekkeiden

yhtasuuruuden kasitteen ymmarrykseen kiinniteta huomiota.

Artikkelissa korostetaan rakenteellisen ajattelun saavuttamisen olevan oppilaille haastavaa. Heidan

mukaansa algebran objektien ymmartaminen samaan aikaan sekd operaationa, ettd prosessin
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lopputuloksena on intuition vastaista. Vaikka rakenteellinen nakokulma on “korkeammalla” ajatuksen
tasolla kuin operationaalinen, sen saavutettuaan oppilas kykenee ratkaisemaan algebran yhtaloita
helpommin kuin operationaalisen ajattelun kautta. Esimerkiksi ensimmaisen asteen yhtalot, joissa muuttuja
esiintyy ainoastaan yhtdasuuruusmerkin vasemmalla puolella, ovat oppilaille ratkaistavissa kdanteisten
prosessien kautta, joka vaatii suhteellisen kehittynytta algebrallista ajattelua. Kun oppilas nakee yhtalon
rakenteellisesti ja hallitsee algebran symboliset manipulaatiot, hdan kykenee ratkaisemaan yhtalon
vahemmallad ajatustyollda. Artikkelissa myds korostetaan, ettd algebran lausekkeiden ja yhtéaldiden
manipulaatioiden ymmartaminen vaatii nimenomaan rakenteellisen nakékulman. Heiddn mukaansa
algebran ja ylipddtddn matematiikan osaaminen on vahvasti kytkoksissd kykyyn kayttdda seka
operationaalista ettd rakenteellista ndkdkulmaa joustavasti ja vaihdellen tilanteen mukaan. (Sfard &

Linchevski, 1994)

Opetuksessa algebran duaalisen luonteen ymmartaminen ja sen oppilaille tuottamien vaikeuksien
tunnistaminen on tarkeaa, silla kun opettaja itse kykenee ndakemaan lausekkeet objekteina, tulee siita
helposti hanelle itsestdanselvyys. Esimerkkina artikkelissa annetaan puhtaasti aritmeettiset termit 3/4 ja
—2, jotka rakenteellisesta ndakokulmasta katsova hahmottaa automaattisesti itsendisind termeind, jota
voidaan operoida. Molempien termien kohdalla on kuitenkin kyse samaan aikaan my6s operaatiosta, ja
talloin operationaalisesta nakokulmasta katsovalle oppilaalle esimerkiksi murtoluvun kasittdminen yhtena
objektina on intuitiivisesti hankalaa. Tassakin tapauksessa, puhtaasti aritmeettisessa yhteydessa, oppilas voi
kokea tarpeen suorittaa operaatio saadakseen ”lopputuloksen”, jota han osaa operoida. (Sfard &

Linchevski; 1994)

Gray ja Tall (1994) puhuvat my0s algebran duaalisesta luonteesta ja ovat kehittdneet termit procept ja
proceptual thinking sanojen process ja concept yhdistelmand kuvaamaan kykya ndahda matematiikan
merkintdjen monimerkityksisyys. Sanalla concept eli kdsite voidaan ymmartaa heidan viittaavan samaan
asiaan, mista edella puhutaan objektina. He kasittelevat asiaa artikkelissaan I3hinna aritmetiikan osalta,
mutta esittdvat kyvyn ndhdd matemaattiset objektit sekd prosesseina ettd kasitteind oleelliseksi
edellytykseksi ymmartaa matematiikkaa yleisesti. He antavat esimerkkeja useilta eri matematiikan osa-
alueilta, mutta yksinkertaisimmillaan aritmetiikan osalta proceptual thinking tarkoittaa kykya nahda
symboli 5 + 4 sekad yhteenlaskun prosessina ettd summan 5 + 4 = 9 kasitteena. He mainitsevat oppilaiden,
joilta tama kyky puuttuu, kokevan vaikeuksia myos algebran yhteydessa. Tallaiset oppilaat nakevat
muuttujaa sisaltavat algebran lausekkeet ainoastaan prosesseina, joita ei voida suorittaa loppuun eivatka
itsendisind matemaattisina objekteina, joita voidaan operoida sellaisenaan. He maarittelevat termin
proceptual thinking ”kyvyksi manipuloida symbolia joustavasti prosessina tai kdsitteend, ja vaihdella saman

objektin symboliikkaa” (oma suomennos, Gray ja Tall, 1994, s. 7). Jalkimmaiselld he tarkoittavat esimerkiksi
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objektin 6 eri symbolisten esitysmuotojen (kuten 3 4+ 3,4 + 2,2 - 3,8 — 2 ja niin edelleen) ymmartamista ja

joustavaa kayttoa tilanteen vaatimuksien mukaan.

2.6. Operaatioiden jarjestys
Operaatioiden jarjestyksen osaamista ja siihen liittyvia virheita kasitelladn monissa tutkielmani aihepiiria
kasittelevissa artikkeleissa (mm. Banerjee & Subramaniam, 2012; Linchevski & Livneh, 1999; Hewitt, 2012).
Osassa naista artikkeleista tata ongelmaa tutkitaan algebran tehtavien avulla, mutta esimerkiksi Linchevski
ja Livneh (1999) kayttivat jo aiemmin mainitussa tutkimuksessaan (ks. kappale 2.3.) ainoastaan numeerisia
tehtdvida ja havaitsivat operaatioiden jarjestyksen hallinnan olevan vaikeaa jo aritmetiikan parissa
tyoskennellessa. Tutkimukseen osallistuneista 53 oppilaasta ainoastaan 14 ei tehnyt lainkaan virheita
liittyen operaatioiden jarjestykseen. Myo6s taman ongelman yhteydessa voidaan siis huomata vaikeuksien
siirtyminen aritmetiikasta algebraan. Huomio olisi siis syyta kiinnittda naiden ideoiden - kuten operaation
jarjestykseen liittyvien sddntojen - sisdistdmiseen jo aritmetiikan opetuksen yhteydessa. Talléin niita

kyettaisiin kayttdamaan algebran yhteydessa yleisina sdantoina (Banerjee & Subramaniam, 2012).

Linchevski ja Livneh (1999) havaitsivat tutkimuksessaan, ettd suurin osa oppilaista noudattaa vasemmalta
oikealle -laskujarjestysta tehtdvissa, joissa on yhteen- ja kertolaskua ja joissa kertolasku pitdisi suorittaa
ensin. Kiinnostavaa oli heiddn huomionsa siitd, ettd jos tehtdvassad esiintyi sekd yhteen- etta
vahennyslaskua, suoritti melko suuri osa oppilaista yhteenlaskun ensin. Vastaavasti kerto- ja jakolaskujen
tapauksessa, jossa kertolasku suoritettiin ennen jakolaskua, vaikka tehtavassa olisi tullut edetd vasemmalta
oikealle. He antavat yhdeksi mahdolliseksi selitykseksi tdlle muistisdannot, joita englanninkielisessa
matematiikan opetuksessa usein kaytetdan. Muistisdannoissa laskujarjestys esitetdan seuraavasti: sulkeet,
eksponentit, kertolasku, jakolasku, yhteenlasku ja vahennyslasku (Linchevski ja Livneh, 1999; Hewitt, 2012).
Erddn oppilaan selitys vaardlle laskujarjestykselle kertoo myo6s yhdenlaisesta vaarinkasityksesta
operaatioiden jarjestykseen liittyen: “Yhteen- ja vahennyslasku ovat samalla tasolla, joten paatamme
kumman teemme ensin sen perusteella, miten on helpointa” (oma suomennos, Linchevski ja Livneh, 1999,

s. 179).

Linchevskin ja Livnehin (1999) tutkimuksen tulokset vaikuttavat olevan jossain maarin ristiriitaisia, silla
toisaalta oppilaiden havaittiin noudattavan vasemmalta oikealle -jarjestystd ja toisaalta muistisdanto
asetettiin vasemmalta oikealle -sddnnon edelle. Tutkijat toteavatkin virheiden esiintymisen olevan osittain
systemaattista, silla samoja virheita esiintyi useilla oppilailla, mutta toisaalta epdsystemaattista, silla samat
oppilaat eivat toistaneet valttamatta samoja virheitd samankaltaisissa tehtdvissa. He selittavat virheiden
olevan jossain maarin liitoksissa tehtavassa esiintyviin numeroyhdistelmiin, joka voidaan yhdistda edella
mainitun oppilaan lausuntoon selvitd tehtdvastd mahdollisimman helpoin laskutoimituksin. Esimerkkina

tastd erds heiddn tutkimuksensa tehtivd 50 — 10+ 10+ 10 =, jossa termin irrottaminen siihen
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viittaavasta operaatiosta esiintyi 51 prosentilla oppilaista ja sen voidaan katsoa johtuvan operaatioiden
jarjestyksen heikosta osaamisesta. Johtuen tietystd numeroyhdistelmasta, oppilaat nakevat lausekkeen

muodossa 50 — (3 - 10) ja saavat néin ollen vastaukseksi 20. (Linchevski ja Livneh, 1999)

Operaatioiden jarjestykseen liittyvien vaikeuksien yhteydessa Hewitt (2012) vertaa matematiikan kielen
lukutaitoa normaaliin kirjoitettuun kieleen. Matematiikan yhteydessa ei ole olemassa selkeds,
yksikdsitteistd vasemmalta oikealle -sdantda, kuten kirjoitetussa kielessa. Tama aiheuttaa oppilaille
vaikeuksia. Lisaksi matemaattiset lausekkeet luetaan ddaneen puhutulla kielelld vasemmalta oikealle, vaikka
laskujarjestys ei olisikaan siihen suuntaan. Kyetdkseen tulkitsemaan matemaattisia lausekkeita oikein
oppilaiden on tunnettava ja muistettava useita eri sdantdja tai sovittuja toimintatapoja, jotka voivat

toisaalta olla myo6s tilannesidonnaisia. Han antaa hyvan esimerkin tallaisesta tilannesidonnaisuudesta
liittyen termien merkitsemiseen perdakkdin ilman operaatiomerkintaa valissa: 53/4, joka tarkoittaa

yhteenlaskua 5 + 3/4ja toisaalta 5x, jossa kyseessa on kertolasku 5 - x (Hewitt, 2012, s.141).

2.7. Operaatioiden ymmartiminen
Slavit (1999) maarittelee artikkelissaan termin operaatioiden ymmartaminen (engl. operation sense). Han
tutkii sen merkitysta siirtymassa aritmetiikasta algebraan, keskittyen erityisesti yhteenlaskuoperaatioon ja
sen ymmartamiseen. Han esittdd operaatioiden ymmarryksen saavuttamisen tukevan algebrallisen
ajattelun kehitystd. Hinen maaritelmansa operaatioiden ymmarryksesta on hyvin laaja kymmenkohtainen
luettelo nakokulmista, joita tdhan kasitteeseen liittyy, mutta jota ei tdssa tutkielmassa ole tarpeellista
kasitella niin laajasti. Tiivistetysti operaatioiden ymmarrys sisaltdd operaatioiden ominaisuuksien
tuntemisen, tiedon operaation suhteista muihin operaatioihin, kyvyn kayttaa operaatiota eri konteksteissa
ja kyvyn operoida tuntematonta eli operaation yleistyksen ymmartamisen. Slavit (1999) tutkii artikkelissaan
lasten kykya ajatella algebrallisesti esimerkiksi ongelmanratkaisun yhteydessa. Han kdyttaa siind apunaan
operaatioiden ymmarryksen kasitettd. Tutkimustulokset osoittavat (Demby, 1997), ettd jopa lukioikaisilla
oppilailla on vaikeuksia kadyttda operaatioiden ominaisuuksia, kuten kommutatiivisuutta, algebran
lausekkeita manipuloitaessa. Slavitin (1999) mukaan tdma kielii puutteista operaatioiden ymmarryksess3,
joka kehittyy paaosin aritmetiikan opiskelun yhteydessa. Puutteellinen operaatioiden ymmarrys voi siis olla

syyna myods oppimisvaikeuksiin algebran parissa.

Warren (2003) esittda tutkimustuloksiinsa vedoten, etta suurin osa oppilaista ei alakoulun jalkeen ymmarra
yhteen- ja jakolaskua yleisinad prosesseina. Han teki kirjallisen testin 672 oppilaalle, jotka olivat idltaan 11—
14 vuotiaita. Kukaan oppilaista ei ollut saanut muodollista opetusta algebrassa. Erdana tehtavana hanen
testissdan oli tdydentdd summa 23 =24+5+__ + 44 6, jonka 67 % oppilaista osasi ratkaista oikein.
Lisatehtdavana oli muodostaa lisdd summia, joiden tulokseksi saadaan luku 23. Suurin osa oppilaista keksi

tallaisia summia ainoastaan 0-4 kappaletta. Huomattavaa oli se, ettd enimmakseen oppilaiden antamat
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esimerkit olivat kokonaislukuesimerkkeja, vaikka heilld oli kokemusta myo6s desimaaliluvuista. Lisaksi
tehtdvassa kysyttiin, montako tallaista summaa on mahdollista keksid. Ainoastaan 5 % oppilaista osasi
vastata niitd olevan loputon maara. Nama tulokset kertovat selvasti, ettei oppilailla ole syvaa ymmarrysta
operaatioista. Nahtydan kokonaislukutehtdavan oppilaat eivat osanneet yhdistdd operaatiota oma-
aloitteisesti muihin numerojarjestelmiin, eivatkd he ymmartineet operaation yleisyytta. Warrenin (2003)
mukaan tamankaltaiset puutteet operaatioiden ymmarryksessa voivat enteilld vaikeuksia ymmartaa

muuttujan kdsitetta numeron yleistyksena.

2.8. Tunne algebran tarkoituksettomuudesta
Useissa artikkeleissa (Linchevski & Herscovics, 1996; Kaput, 1999; Sfard & Linchevski, 1994) esitetdan
algebraan liittyvien vaikeuksien johtuvan ainakin osittain siitd, ettd yhtaloiden, lausekkeiden ja symbolien
operointi vaikuttaa oppilaille tarkoituksettomalta. Perinteisesti algebran opetuksessa edetdan esittelemalla
ensin muuttujan kasite, sitten algebran lausekkeet ja vasta lopuksi yhtalot, joissa muuttuja esiintyy (Kieran,
1992). Muiden muassa Linchevski ja Hercovics (1996) kyseenalaistavat tata tapaa, jossa muuttuja esitelldan

oppilaille ennen kuin heillda on minkdanlaista kayttotarkoitusta tai merkitysta heille.

Tutkimuksessaan Linchevski ja Hercovics (1996) kasittelevdat esimerkiksi termien ryhmittelyn, osiin
hajottamisen ja kumoutumisen opettamista yhtaléiden yhteydessa. Tutkimukseen osallistuneet oppilaat
eivat olleet saaneet aiempaa opetusta algebrassa. Linchevski ja Hercovics (1996) esittavat, etta yhtaloita
kdyttamallda muuttuja esitelldan oppilaille yhteydessa, jossa sen seka sitd sisdltavien termien ja yhtaldiden
operoinnilla on jokin merkitys. Muuttujan esittely yhtdléiden yhteydessd antaa myds oppilaille
mahdollisuuden aloittaa muuttujan kasittely alemmalla tasolla, niin sanottuna paikan pitdjana
tuntemattomalle luvulle. Algebran lausekkeiden kasitteleminen sellaisenaan ja ennen kaikkea naiden
manipulaatioiden ymmartaminen vaatii melko kehittyneen kasityksen kirjainmuuttujasta. Myos
vanhemmilla, muodollisen ratkaisuprosessin hallitsevilla oppilailla on havaittu vaikeuksia ymmartda sen

merkitysta. (Linchevski & Herscovics, 1996)

Linchevski ja Livneh (1999) esittavat, etta myos tehtavatyypeilld on osuutta siihen, miten merkitykselliseksi
oppilaat algebran kokevat. Opetuksessa tulisi valttda keinotekoisia tehtdvia ja toimintoja, jotka johtavat
ainoastaan kykyyn manipuloida matemaattisia objekteja ilman merkitysta talle toiminnalle. Star ja Seifert
(2005) vertailevat artikkelissaan standardialgoritmia noudattavaa algebran yhtalénratkaisua joustavaan
yhtalonratkaisuun. He toteavat opittujen standardimenetelmien mukaan etenemisen olevan usein
oppilaille merkityksetonta saantdjen noudattamista. Vaikka oppilas onnistuisi talla menetelmalla
ratkaisemaan yhtdlon oikein, voi ymmarrys algebrallisten manipulaatioiden tarkoituksesta ja niiden
perusteluista jadda puuttumaan kokonaan. He toteavat myo0s, ettd tallaiset ulkoa opetellut menetelmat

unohtuvat helposti, silla oppilas ei ole ymmartanyt syita ja perusteita niiden kaytolle.
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Kaput (1999) esittda artikkelissaan perinteisen algebran opetuksen ruokkivan oppilaiden tunnetta sen
merkityksettdmyydesta ja jopa tarpeettomuudesta. Hinen mukaansa perinteinen algebran opetus koostuu
algebran lausekkeiden yksinkertaistamisesta, yhtdlonratkaisusta ja symbolien manipulointiin liittyvien
sdantojen opettelusta (Kaput, 1999). Han arvostelee tdtd opetusmenetelmai siitd, ettei se sisdlla
sovelluksia, jotka vaatisivat tiedon yhdistelemista seka matematiikan, ettad oppilaiden omien kokemuksien
eri osa-alueilta. Yhteys oppilaiden arkielamaan koetetaan luoda sovelluksilla ja soveltavilla tehtavilla, jotka
ovat kuitenkin keinotekoisia. Nama tehtdvat ovat juuri matematiikkaa varten luotuja, eikd niilla
kdytdannossa ole oppilaille merkitystda. Kaput (1999) esittdd, ettd oppilaat kokevat algebran oppimisen
sdantojen ulkoa opetteluna ja muistamisena eivatkad asioiden ymmartamisena. Tama ei johda ainoastaan
virheisiin tehtavissa, vaan ennen kaikkea oppilaiden tunteeseen algebran opettelun merkityksettomyydesta
ja tarkoituksettomuudesta. He eivat koe algebralle olevan mitdan kayttod eldmassddn matematiikan
ulkopuolella. Kaput (1999) vaittda taman johtavan algebran kokemiseen epamiellyttdvana ja sitd kautta

jopa estdavan monien oppilaiden mahdollisuuden kiinnostua matematiikasta.

Sfard ja Linchevski (1994) kasittelevat myds artikkelissaan oppilaiden kokemusta matemaattisten
manipulaatioiden merkityksettomyydestda nimenomaan algebran yhteydessa. He esittavat, etta esimerkiksi
yhtalodiden ratkaisussa oppilaat noudattavat enimmakseen opittuja mekaanisia menetelmia ymmartamatta
mitd yhtadlo itsessddn tai sen ratkaisu oikeastaan merkitsevat. Oppilaat tottuvat kasittelemaan tietyn
tyyppisia yhtaloita, mahdollisesti hyvin sujuvastikin, mutta esimerkiksi kirjainmuuttujien tarkoitusta tai
merkitystd ei valttdmatta ymmarreta laisinkaan. Kirjaimet muuttuvat oppilaille itsessdan ratkaistaviksi
asioiksi, joilla ei ole muuta merkitysta. Artikkelissa oppilaan kasitysta tallaisessa tilanteessa kuvataan sanoin
"he or she mistakes a signifier for the signified” (Sfard & Linchevski, 1994, s. 117). N&in ajatellessaan
oppilaat nakevat muuttujille suoritetut prosessit tdysin sattumanvaraisina ja merkityksettémina, vaikka

ratkaisu olisikin muodollisesti oikea. (Sfard & Linchevski, 1994)

Sfard ja Linchevski (1994) esittelevat artikkelissaan keskusteluja oppilaiden kanssa. Oppilaille annettiin
ratkaistavaksi tehtavia, joihin he eivat olleet oppineet muodollista ratkaisuprosessia. Erdana esimerkkina
toimii toisen asteen epayhtald, joka annetaan ratkaistavaksi oppilaalle, jolle seka toisen asteen yhtalot etta
ensimmaisen asteen epadyhtdlot olivat tuttuja. Kuitenkaan ndma yhdistettyna eivat olleet oppilaalle tuttu
asia. Oppilas kertoi keskustelussa etsivdansa tehtavan ratkaisuksi tiettya lukua, joka toteuttaisi epayhtalon.
Tama kertoo Sfardin ja Linchevskin (1994) mukaan siitd, ettd oppilaan kasitys muuttujasta on rajoittunut
ainoastaan tuntemattoman kasitteeseen. Oppilas ei siis nde mahdollisuutta, ettd muuttuja voisi saada
useampia arvoja. Myds muut artikkelissa esitellyt tapaukset vahvistavat vaitettd, ettd oppilaat eivat
ymmarra muuttujaa funktionaalisessa yhteydessa useita mahdollisia arvoja saavana muuttujana. Oppilaat
kasittavat muuttujan ainoastaan tiettyd toistaiseksi tuntematonta lukua symboloivana kirjaimena. Kun

kyseisessa tehtdvdssa oppilas ei tiennyt standardiratkaisua, alkoi hdn soveltaa tuntemiaan menetelmia
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sattumanvaraisesti toivoen niiden toimivan myds tdssa tapauksessa, ymmartamatta mita oikeastaan oli
tekemassa. Artikkelissa esitetdan, ettd tama on erds oppilaiden tapa toimia; manipuloida symboleita
sattumanvaraisesti ajattelematta laisinkaan symbolien merkitystd. Toinen Sfardin ja Linchevskin (1994)
havaitsema toimintamalli perustui oppilaiden taipumukseen ndahdda muuttujat tuntemattomina lukuina.
Muuttujille pyrittiin 16ytamaan yksikasitteiset ratkaisut tehtavatyypista ja tilanteesta riippumatta, silla
oppilaat ovat tottuneet tehtavan ratkaisun olevan juuri sita muotoa. Kun ratkaisuksi saadaan jotain muuta,
esimerkiksi lineaarisen yhtaloparin tapauksessa 0 = 0, ei tulosta osata tulkita oikein. (Sfard & Linchevski,

1994)

Sfard ja Linchevski (1994) nostavat kuitenkin esiin my6s merkityksettomien symbolisten manipulointien
hyodyllisyyden. Tallainen kyky kasitella symboleita mekaanisesti on valttamaton tyokalu matemaatikolle,
silla se helpottaa ajattelutydtd huomattavasti. Se mahdollistaa paljon sellaista abstraktin tiedon kasittelya,
joka ei muuten olisi mahdollista. Vaikka matemaatikot eivdat symbolisia muunnoksia tehdessain joka
vaiheessa ajattelekaan niiden syvempaa merkitystd, vaan kasittelevat muuttujia ja muita symboleita
sellaisinaan, eroaa se selvasti oppilaiden tavasta tehdd niin. Olennaista on se, ettd tarvittaessa
matemaatikko kykenee antamaan perustelut tehdyille muunnoksille ja ndkee symbolit seka niiden
manipuloinnin todella vain tydkaluna, ei itse tarkoituksena. Artikkelissa korostetaankin opettajan tehtavaa
motivoida oppilaita etsimaan algebran ja ylipdatdadan matematiikan merkityksida hyvien oppimistulosten
saavuttamiseksi. Sfard ja Linchevski (1994) kayttavat tassa yhteydessa termia ”struggle for meaning” (Sfard
& Linchevski, 1994, s. 121), joka korostaa sitd, ettd oppilaiden todella taytyy ponnistella saavuttaakseen

merkityksellisyyden ja sita kautta ymmarryksen.
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3. Kognitiiviset esteet algebran oppimiselle

Aiheeseen liittyvien tutkimusten paljouden ansiosta my6s vaihtoehtoisia selityksia siirtyman vaikeudelle on
esitetty paljon. Herscovics ja Linchevski (1994, 1996) puhuvat kognitiivisesta kuilusta ja Filloy ja Rojano
(1989) didaktisesta kuilusta, tarkoittaen kuilua aritmetiikan ja algebran vililla. Herscovics ja Linchevski
(1994) havaitsivat tutkimuksissaan oppilaiden kyvyttdmyyden operoida (esimerkiksi ryhmitelld)
tuntematonta, tai sitd sisaltdavaa yhtaloa oma-aloitteisesti. Jos yhtdlé oli mahdollista ratkaista pelkin
numeerisin laskutoimituksin eli muuttuja esiintyi vain yhtdasuuruusmerkin toisella puolen, oppilaat
kykenivat siihen. Haastavammissa tapauksissa oppilaat eivat kyenneet operoimaan muuttujakirjainta
sisaltavid termeja. Herscovics ja Linchevski (1994) esittavat oppilaiden vaikeudet edeta téllaisissa tehtavissa
johtuvan kognitiivisista esteistd heiddn ajattelussaan. He kisittelevat aritmetiikan ja algebran vialiseen
siirtymaan liittyvia vaikeuksia kognitiivisina esteina ja tutkimuksessaan (Linchevski & Herscovics, 1996) he
etsiviat pedagogisia nakokulmia ja opetusmenetelmid naiden esteiden ylittamiseen. Ndma menetelmat
poikkeavat perinteisestd opetusndkokulmasta suurimmaksi osaksi siind, missa jarjestyksessa ja yhteydessa
asiat esitetdan. Talla pyritddn valttdmaan muun muassa oppilaiden tuntemuksia lausekkeiden operoinnin

tarkoituksettomuudesta.

Linchevski ja Herscovics (1996) testasivat tutkimuksessaan nykyisestd, vallitsevasta opetusmenetelmasta
poikkeavia pedagogisia keinoja auttaakseen oppilaita ylittamaan taman kognitiivisen kuilun. He esittelivat
omassa opetusmenetelmdssadan muun muassa muuttujaa sisdltdvien termien ryhmittelyn yhtaldiden
yhteydessa. Erityisesti termien ryhmittelya kasitellessa Linchevski ja Herscovics (1996) ovat vahvasti sita
mieltd, ettd nykyinen opetusmenetelma ei luo oppilaille minkdanlaista kasitystd termien ryhmittelyn
tarkoituksesta, kun se esitellddn ennen varsinaisia yhtaloitd. He puoltavat termien ryhmittelyn opettamista

yhtaldiden yhteydessa, jossa silla on oppilaille jokin tarkoitus — yhtadlon ratkaiseminen.

Linchevski ja Herscovics (1996) esimerkiksi esittelivdt oppilaille ensin yhtdlon n + n = 178, jonka oppilaat
osasivat intuitiivisesti ratkaista ryhmittelemalla muuttujatermit mielessdan. Tamadn jdlkeen oppilailta
kysyttiin yhtdlon 2n = 178 ratkaisua. He tekivat tutkimuksen kuudelle heiddn aiempaan tutkimukseensa
(Herscovics & Linchevski, 1994) osallistuneista oppilaista, joista jokainen vastasi jalkimmadisen yhtalon
ratkaisun olevan sama kuin ensimmaisen. Monimutkaisempiin yhtaldihin jatkamalla he loivat ndin oppilaille
kasityksen muuttujakirjaimen yhteenlaskun ja sen monikertojen valisesta yhteydestda merkityksellisten
prosessien kautta. Nain oppilaat kykenevat nakemadan muuttujaa sisdltavat termit laskennallisina
prosesseina, jolloin ne ovat helpompia ymmartaa. Talléin myos oppilaiden kasitys algebran operationaalis-
rakenteellisesta luonteesta kehittyy (ks. kappale 2.5.2.). (Linchevski & Herscovics, 1996) Vaikka

oppimisvaikeuksien yhteys oppilaiden kognitiiviseen kehitykseen on erittdin mielenkiintoinen ja oleellinen,

22



keskitytdaan tassa tutkielmassa kuitenkin enimmakseen vaikeuksien tutkimiseen matematiikan didaktiikan

nakokulmasta.
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4. Algebrallisen ajattelun sidonnaisuus oppilaan ikaan

Algebran aloitukseen liittyvien vaikeuksien tutkimisen lisdksi ovat erdat tutkijat alkaneet myos
kyseenalaistamaan algebran nykyisida opetusmenetelmia ja tutkimaan niiden yhteytta naihin vaikeuksiin.
Edelleen yleisin kdytdntd on aloittaa algebran opetus vasta yldakoulussa esittelemallda ensin muuttujan
kasite, sitten algebran lausekkeet ja niiden manipulointi sekad lopuksi yhtdlot ja niiden ratkaiseminen
(Kieran, 1992). Carraher, Schliemann ja Brizuela (2001) kyseenalaistavat artikkelissaan algebran opetuksen
aloituksen lykkaamisen niin myohaiseksi ja osoittavat tutkimuksellaan jo 8- ja 9- vuotiaiden kykenevan
kdyttamaan kirjainmuuttujaa tuntemattoman merkitsemiseksi ja operoimaan sitd. Vallitseva kasitys alan
tutkijoiden keskuudessa vaikuttaa olevan nuorten oppilaiden kykenemattémyys algebralliseen paattelyyn
tai kirjainmuuttujan kasitteen ymmartamiseen esimerkiksi kognitiivisen kehityksen takia (mm. Linchevski &
Hercovics, 1996). Nuorten oppilaiden ajatellaan olevan kykenemattomia algebran vaatimaan abstraktiin
ajatteluun ja siksi se erotetaan alakoulun aritmetiikasta kokonaan (Carraher et al., 2001). Carraher et al.
(2001) tunnustavat artikkelissaan kuilun aritmetiikan ja algebran vililla, mutta esittdvat oleellisen

kysymyksen siitd, voiko tama kuilu olla seurausta nykyisestda matematiikan pedagogiikasta.

Carraher et al. (2001) osoittavat tutkimuksessaan, ettd kun heiddn tutkimukseensa osallistuneille oppilaille
oli esitelty mahdollisuus merkita tuntematonta lukua kirjainmuuttujalla, he oppivat kdyttamaan sitd oma-
aloitteisesti. Tietyin apuvalinein, kuten N-lukujanan avulla he oppivat myos operoimaan muuttujaa. Mika
tarkeinta, oppilaat ymmarsivat luvun N voivan kuvata mitd tahansa lukua. N&ihin tutkimustuloksiinsa
vedoten Carraher et al. (2001) vaittavat, ettd algebran opetuksen aloitukselle vasta oppilaiden ollessa
murrosikaisia ei ole mitdan syyta. Ennemmin algebran opetuksen pitdisi olla jo varhaisessa vaiheessa alkava
monen vuoden prosessi, jossa algebrallinen ajattelu padsee kehittymaan. Aritmetiikan ja algebran
erottaminen toisistaan opetuksessa voi kasvattaa kuilua niiden vélilla entisestdan. Artikkelissa kuitenkin
todetaan, ettd useista samaa asiaa edistavistd tutkimuksista huolimatta tulee kulumaan aikaa, ennen kuin
tdma hyvaksytdan yleiseksi kdytannoksi matematiikan pedagogiikassa. Ndin ollen mahdollisia algebran
opetuksen varhaisen aloittamisen tuomia vaikutuksia oppilaisiin ndhdaan vasta kun useat matematiikan

opettajat ovat systemaattisesti alkaneet toimimaan asian puolesta. (Carraher et al., 2001)

Myo6s Hewitt (2012) nostaa artikkelissaan esille ristiriidan algebran aloitukseen liitettyjen lukuisten
oppimisvaikeuksien ja nuorilla oppilailla havaittujen algebrallisten taitojen valilla. Tutkimuksessaan han
opetti 9-10 vuotiaille oppilaille algebran muodollisia merkint6ja ja lineaaristen yhtaléiden ratkaisua sita
varten kehitetyn tietokoneohjelman avulla. Oppilaille ei ollut opetettu lainkaan algebran merkintgja, ja
tietokoneohjelma esitti esimerkiksi kirjainmuuttujan merkinnan tehtavan ratkaisun yhteydessa ilman, etta

sen merkitysta erikseen selitettiin oppilaille. Merkittavaa oli, ettd oppilaat tuntuivat hyvaksyvan ja
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omaksuvan merkinnat ilman erityistd reaktiota tai kyseenalaistamista. Yleisimpia algebran aloitukseen
liittyvia vaikeuksia ei joko havaittu oppilailla laisinkaan, tai niistd pdastiin nopeasti yli ohjelman antaman
neutraalin palautteen avulla. Oppilaiden saama neutraali palaute mahdollisti sen, ettd he havaitsivat ja
kykenivat korjaamaan omat virheensd itse. Nama tutkimustulokset kyseenalaistavat usein havaittujen
vaikeuksien vaistamattoman kuulumisen algebran oppimiseen ja herattavat kysymyksen siita, olisivatko

ongelmat valtettavissa matematiikan pedagogiikan kehittamisen avulla. (Hewitt, 2012)

Muun muassa Carraherin (2001) tutkimuksen jalkeen tutkimus nuorten oppilaiden algebrallisen ajattelun
kyvyistd on lisdantynyt, ja tutkimustulokset tukevat vaitetta siita, ettd algebran peruskasitteitad voitaisiin
sisallyttaa jo alakoulun matematiikan opetukseen (Radford, 2010). Radford ei itse kasittele artikkelissaan
nuorten oppilaiden kykya kayttda kirjainmuuttujaa, vaan ennemmin heiddn algebrallisen ajattelun
muotojaan. Hanen tekemansa tutkimuksen tulosten perusteella 2. luokan oppilaat kykenevat yleistdamaan
numeerisia esimerkkejd sekd visuaalisesti ettd sanallisesti selittden. Koska oppilaille ei ole opetettu
kirjainmuuttujan kasitetta, he viittaavat tuntemattomaan lukuun sanallisesti termilld the number (Radford,
2010, s. 77). Tama viittaa heiddn ymmartavan kyseessa olevan tietty, tuntematon luku. Oppilaat siis

kykenivat saavuttamaan uuden yleistyksen tason, jonka voidaan katsoa vaativan algebrallista ajattelua.

Radfordin (2010) tutkimuksessa tyydyttiin oppilaiden tekemaan sanalliseen vyleistykseen, eikd sita
pyrittykdan ilmaisemaan matemaattisesti kirjoittamalla, silld mielenkiinto oli ainoastaan heidan ajattelunsa
tutkimuksessa. Tama kuitenkin herattdaa ajatuksen siitd, miten kirjainmuuttuja olisi kdytannollista esitella
oppilaille. Tassa tilanteessa esiteltynda muuttujalla tai jollain muulla esimerkiksi oppilaan itse keksimalla
symbolilla olisi selva tarkoitus symboloida tuntematonta lukua. Kokisivatko oppilaat muuttujan ja algebran
ylipaataan merkityksellisempanad, jos ne esiteltdisiin yhteydessa johon ne ovat alun perin matematiikan

historian kehityksessa luotu?
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5. Mahdollisia keinoja valttaa yleisimmiit vaikeudet

5.1. Historiallinen ndkokulma opetusmenetelmana
Algebran aloituksen opetusmenetelmia pohdittaessa eraat tutkijat (Van Amerom, 2003; Sfard & Linchevski,
1994) nostavat esille algebran historiallisen kehityksen ja sen mahdollisen hyédyntamisen opetuksessa. Van
Amerom (2003) toteaa sanallisten tehtdvien olevan historiallisesti selkein yhteys aritmetiikan ja algebran
valilla. Han nostaa esille tarkedn huomion siitd, ettd niiden kaltaisia matemaattisia ongelmia on kyetty
ratkaisemaan jo ennen algebran kehittamistd. On tarkeda muistaa, ettd algebra on kehitetty muun muassa
nadiden ongelmien ratkaisua helpottavaksi tyokaluksi. Myos Sfard ja Linchevski (1994) huomauttavat, etta
nykyinen kasitys algebrasta ainoastaan muodollisten symbolien manipulointina on itse asiassa vain pieni ja

melko uusi osa algebraa sen historiallisen kehityksen nakoékulmasta.

Van Amerom  (2003) tutkii  artikkelissaan  oppilaiden itse  kehittdamid  epamuodollisia
ongelmanratkaisumenetelmia, heiddan intuitiivisesti kayttdmidadn merkintdja ja lyhenteitd seka
yhtalonratkaisumenetelmia. Han havaitsi tutkimuksessaan 5-, 6- ja 7- luokkalaisten kykenevan
ratkaisemaan yhtal6itd ilman muodollisia algebrallisia yhtdlonratkaisumenetelmia, omilla merkinnaéillaan,
jotka tukivat algebrallista ajattelua. Kuten aiemmin mainittu, algebran symboliset taidot ja algebrallinen
ajattelu ovat siis kaksi eri asiaa ja voivat kehittya eri tahtiin. Oleellista olisi saada symbolinen algebra
oppilaiden kayttoon alkuperdisessa merkityksessaan, apuvalineeksi algebralliselle ajattelulle (Van Amerom,

2003).

Jo aiemmin mainittu Linchevskin ja Herscovicsin (1996) ajatus nykyisen opetusmenetelman
kyseenalaistamisesta jatkaa samalla linjalla kuin historiallinen ndkékulma opetusmenetelman ldhtékohtana.
He esittdvat idean yhtaldiden esittelystd ennen kirjainmuuttujaa, ja esimerkiksi termien ryhmittelyn ja
hajottamisen opettamisesta lausekkeiden sijasta yhtaloiden viitekehyksessa. He mainitsevat tdméan olevan
oppilaille mahdollisesti luonnollisempi tapa. Talld he viittaavat ndiden menetelmien historialliseen
kehitykseen ja siihen mitad varten ne ovat alun perin kehitetty. Ndin muuttujan, sita sisaltavien lausekkeiden
ja yhtaléiden operoinnin oppiminen tapahtuisi viitekehyksessa johon ne ovat luotu, ja olisi ndin ollen myos

mielekkadmpaa ja tarkoituksenmukaisempaa oppilaille. (Linchevski & Herscovics, 1996)

Sfard ja Linchevski (1994) esittavat artikkelissaan algebran historiallisen kehityksen vaiheita aritmetiikan
yleistyksesta abstraktiin algebraan muun muassa taulukon avulla (Sfard & Linchevski, 1994, s. 203). Yksi
heidan tutkimuksensa perusoletuksista on kasitys siita, ettd oppilaan algebrallisten nakdkulmien kehitys
seuraa ainakin suurpiirteisesti algebran historiallista kehitystd. Heiddn mukaansa historiassa esiintyneita
vaiheita ei tulisi siis jattda pois myoskadan algebran opetuksessa. Taulukossa ei tarkalleen erotella

esimerkiksi muuttujan, lausekkeiden ja yhtaloiden esiintymisjarjestysta tai viitekehysta opetuksessa, vaan
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se on suurpiirteisempi. Yhtena paakohtana taulukossa esitetdan operationaalisen nakdokulman esiintyvan
ennen rakenteellista niin algebran historiallisessa kehityksessa kuin oppilaiden kognitiivisessa

kehityksessakin.

Artikkelissaan Sfard ja Linchevski (1994) toteavat nykyisen algebran opetusmenetelman kaantdvan
paalaelleen algebrallisten symbolien viliset suhteet kun verrataan opetusjarjestysta algebran historialliseen
kehitykseen. He kutsuvat perinteistd algebran opetusta rakenteelliseksi, viitaten siihen, ettd siina
lahtokohtana on muuttuja ja sitd sisaltdvien termien rakenteellinen kasittely. Taman oletetaan johtavan
kehittyneen rakenteellisen ndkdkulman omaksumiseen, mutta Sfard ja Linchevski (1994) ovat sitd mielta,
etteivat oppilaat vield tuossa kehityksen vaiheessa kykene kasittamaan algebran operationaalis-
rakenteellista luonnetta. He myds esittdvat, ettd tdama opetusmenetelma vaatii oppilailta muuttujan
kasittamista heti sen esittelyvaiheessa funktionaalisessa yhteydessa. Kuitenkin tutkimustulokset osoittavat
sen olevan oppilaille huomattavasti haastavampaa kuin muuttujan ymmartaminen tuntemattomana. He
kritisoivat siis perinteistd opetusmenetelmaa ja esittavat algebran yhteydessa esiintyvien ongelmien olevan
ainakin osittain sen seurausta: “The conceptual pyramid is put on its head, so it is only natural that it has a

tendency for falling.” (Sfard & Linchevski, 1994, s. 120)

Artikkelissa ja siina esiintyvassa taulukossa siis esitetdan operationaalisen ajattelun kehittyvan luonnollisesti
ennen rakenteellista seka historiallisessa kehityksessa etta oppilaiden kognitiivisessa kehityksessa. Sfard ja
Linchevski (1994) ovat selkeasti sitd mielta, ettd jarjestystd, jossa algebran kasitteet opetetaan, tulisi
muuttaa parempien tulosten saamiseksi. He kannattavat algebran opetuksen aloitusta prosessien kautta
merkityksettdoman symbolien manipuloinnin  sijaan, jotta oppilaiden luonnollista taipumusta
operationaaliseen ndkokulmaan voitaisiin vahvistaa. Tama voidaan ymmartada esimerkiksi aiemmin
mainitun yhtaléiden yhteydessa opettamisen kaltaisena Iahestymistapana. Artikkelissa kuitenkin todetaan
perinteisen opetusmenetelman kritiikista huolimatta, ettd se ei ole ainoa syy algebran yhteydessa
esiintyviin ongelmiin, eikd heidan esittamansa opetusmenetelma ole yksiselitteisesti oikea ja ongelmaton.

(Sfard & Linchevski, 1994)
5.2. Muita vaihtoehtoisia opetusmenetelmia

5.2.1. Algebran opetus matemaattisten mallien avulla
Zazkis & Liljedahl (2002) tutkivat artikkelissaan luokanopettajaopiskelijoiden kykya yleistdd matemaattisia
malleja (engl. pattern) ja sen yhteyttd algebralliseen ajatteluun ja symboliseen algebraan. Malleilla tédssa
tarkoitetaan sdaannénmukaisuuksia esimerkiksi numeerisissa, geometrisissa, lineaarisissa tai toistuvissa
sarjoissa. Muiden muassa Orton ja Orton (1999) ovat havainneet, ettd kyky jatkaa sarjaa &darelliselld
maaralla jasenia eli sarjan noudattaman mallin “ndkeminen” on oppilaille helpompaa, kuin sarjan yleisen

termin ilmaiseminen joko sanallisesti, kirjallisesti tai matemaattisesti. Zazkis & Liljedahl (2002) havaitsivat
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tutkimuksessaan, etta vaikka heiddan tutkimansa luokanopettajaopiskelijat kykenivat kuvailemaan heille
annetun sarjan sadanndnmukaisuuksia ja ominaisuuksia kirjallisesti, kokivat he itse maaritelmansa
riittdmattomiksi ilman algebrallista ilmaisua sille. Artikkelissa kuitenkin todetaan, ettd matemaattisia
malleja ja saannénmukaisuuksia etsiessdan opiskelijat muun muassa vertailivat sarjan jasenten
samankaltaisuuksia ja eroavaisuuksia, etsivat algoritmeja seka tutkivat sarjan jasenten numeerisia suhteita
toisiinsa. Muun muassa Kaputin (1999) maaritelmdn mukaan ndma toiminnot ovat osa algebrallista

ajattelua. (Zazkis & liljendahl, 2002)

Artikkelissaan Zazkis & Liljedahl (2002) toteavat useiden tutkijoiden esittdneen idean kdyttdd mallien
yleistamista johdatteluna algebraan. Talld tavalla oppilaat ymmartaisivat algebran yleistavaa luonnetta
paremmin. Kun mallien ilmaisemiseksi heille opetettaisiin symbolista algebraa, olisi oppilaiden helpompaa
luoda merkitys symboleille, kuin perinteisessd opetusmenetelmassa. English & Warren (1998) esittavat,
ettd jos kirjainmuuttujat esiteltdisiin juuri matemaattisten mallien yleistyksien yhteydessa, ymmartaisivat
oppilaat muuttujan helpommin nimenomaan useita mahdollisia arvoja saavana muuttujana. Nykyisessa
opetusmenetelmdssa muuttujat esiintyvat yhtaldissa usein ainoastaan tuntemattoman roolissa, joten myds

oppilaiden kasitys on rajoittunut siihen. (Zazkis & Liljedahl, 2002)

Kuten aiemmin todettu, myds muut tutkijat ovat havainneet oppilaiden kokevan helpommaksi ymmartaa
kirjainmuuttuja tuntemattomana (ks. kappale 2.1.). English & Warren (1998) esittdvat tdman johtuvan
opetusmenetelmastd, jossa muuttuja useimmiten esiintyy juuri tissa roolissa. Tahan aiheeseen liittyen on
siis havaittavissa ristiriitoja tutkijoiden nakemysten kesken. Muun muassa Sfard ja Linchevski (1994)
kannattavat algebran opetuksen aloittamista esittelemalld kirjainmuuttuja tuntemattomana, silla se on
oppilaille huomattavasti helpompi kasite kuin muuttuja funktionaalisessa yhteydessd, kun taas English ja

Warren (1998) syyttavat tata opetusmenetelmaa oppilaiden rajoittumisesta tuntemattoman kasitteeseen.

Kaput (1999) on ottanut yleistdmisen ja sen formalisoinnin maaritelmassaan yhdeksi viidesta algebran osa-
alueesta. Han esittaa yleistamisen jo ilman muodollista symbolointia olevan algebrallista ajattelua, johon
oppilaita pitdisi jo alakoulussa johdatella. Hinen maaritelmansd mukaan yleistdimiseen kuuluu muun
muassa tapausten yhtenevaisyyksien tunnistaminen ja paattelyn laajentaminen koskemaan muitakin kuin
yksittdisia tapauksia. Hinen mukaansa jo alakoululaiset kykenevat tdahan. liman taitoa ilmaista yleistyksia
matemaattisin symbolein nuoret oppilaat kadyttavat puhuttua kieltd. Kaput (1999) esittda artikkelissaan
opetustilanteita, jotka ilmentdvat oppilaiden algebrallista ajattelua: Kolmasluokkalaiset alkoivat erddssa
tehtdvassa tehtyjen omien havaintojensa perusteella pohtia kertolaskun kommutatiivisuutta. He havaitsivat
ensin, ettd 12-3=3-12, 4-9=9-4 ja niin edelleen. Erds oppilas esitti kysymyksen, toimiiko
vaihdannaisuus kaikille luvuille ja oppilaat alkoivat pohtia asiaa. He kehittelivat lisda esimerkkeja, joilla tdma

naytti toimivan, mutta eivat edelleenkdan olleet varmoja toimisiko se kaikille mahdollisille luvuille. Tama

28



osoittaa oppilaiden kyvyn havaita tilanteiden yhtenevaisyydet ja niisséa mahdollisesti toistuvat
matemaattiset mallit eli yleistaa tilanne. Myds se, ettd he pohtivat saannédnmukaisuuden toimivuutta
yleisesti ja kaipasivat sille muutakin perustelua kuin yksittdiset esimerkit, on merkki algebrallisesta
ajattelusta. Kaput (1999) siis ei varsinaisesti puhu algebran opetuksen aloituksesta - kuten kirjainmuuttujan
esittelemisesta - kaavojen yleistamisen kautta. Han osoittaa matemaattisten mallien yleistamisen olevan
yksi keino harjoittaa algebrallista ajattelua jo nuorilla oppilailla ennen varsinaista algebran opetusta. (Kaput,

1999)

5.2.2. Esialgebra
Jo aiemmin kappaleessa 2.4. mainittu Linchevskin (1995) artikkeli kasittelee Iyhyesti tutkimusta
esialgebrasta, eli algebran kasitteiden ja rakenteiden integroimisesta matematiikan opetukseen jo
aritmetiikan yhteydessa. Han esittda, ettei algebrallinen ajattelu vaadi algebrallisia symboleita tai ole
riippuvaista niistd, vaan sitd esiintyy ja sitd voidaan harjoittaa jo ennen symbolisen algebran opetusta.
Artikkelissa kasitellaan algebran eri osa-alueita, joihin liittyen esialgebraa voitaisiin kdyttaa usein esiintyvien
vaikeuksien valttamiseksi. Esialgebraa voi Linchevskin (1995) mukaan kayttaa valmistavana kurssina ennen
varsinaista muodollisen algebran opetusta aritmetiikan yhteydessa. Han esittdd myos mahdollisuuden ottaa
algebrallinen ajattelu osaksi aritmetiikkaa jo matematiikan opetuksen alkuvaiheissa, kuten Kaput (1999)
esitti. Tarkoituksena molemmissa tavoissa on tukea siirtymdavaihetta aritmetiikasta algebraan ja kehittaa
oppilaiden ymmarrystd kohti algebrassa vaadittavaa rakenteellista nakokulmaa (Linchevski, 1995).
Artikkelissa kasiteltyja algebran osa-alueita ovat matemaattisten mallien yleistaminen, matemaattiset
rakenteet, yhtalét ja sanalliset tehtdvat. Ndiden aihealueiden integroimiseen aritmetiikan yhteyteen
annetaan artikkelissa joko konkreettisia tehtdvdesimerkkeja tai yleisia nakokulmia. Nama menetelmat
ottavat huomioon sekd algebran yhteydessa vaadittavat ajatusmallit ettd yleisimmin nadiden asioiden

yhteydessa havaitut oppimisvaikeudet. (Linchevski, 1995)

Linchevski (1995) kyseenalaistaa sekd kirjainmuuttujien kayton valttdmattomyyden algebrallisessa
ajattelussa ettd kirjainmuuttujien esittelyn perinteisessa algebran opetuksessa. Han nostaa esiin algebran
historiallisen kehityksen ndkokulman ja alkeelliset kasitteet ennen kirjainmuuttujan “keksimistd” ja
kdyttoonottoa. Artikkelissa esitetdan olennainen kysymys liittyen nykyiseen algebran opetukseen: Onko
opetuksen tarkoituksena 16ytdaa keino ohittaa historian aikana havaitut alkeelliset kasitykset
vaadrinkasityksina ja antaa oppilaille valmiina kehittyneemman algebran ongelmanratkaisumenetelmat, vai
tulisiko opetuksen seurata historiallista kehitystd tukeakseen oppilaan kognitiivista kehitysta? Linchevskin
(1995) vaittamien mukaan algebrallista ajattelua voidaan kehittdd jo paljon ennen nykyiseen algebran
opetuksen aloitukseen liitettyja ikdvuosia. Tarkein kysymys lienee se, miten tatd ajattelua kyetdan
kehittdmaan parhaalla mahdollisella tavalla, jotta siirtymada muodolliseen algebraan voitaisiin helpottaa ja

yleisimmat vaikeudet voitaisiin valttaa.
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Kuten aiemmin mainittu (ks. kappale 1.2.), useat tutkijat uskovat Linchevskin (1995) tavoin algebran
yhteydessa esiintyvien ongelmien kumpuavan aritmetiikan opetuksesta ja oppimisesta seka aritmetiikan ja
algebran toisistaan erottamisesta opetuksessa. Naiden nakdkulmien valossa Linchevskin (1995) esitys
algebran integroimisesta aritmetiikan opetukseen tuntuu luonnolliselta tavalta kehittda oppilaiden
algebrallista ajattelua jo ennen varsinaiseen algebran opetukseen siirtymistd. Muun muassa Carraher et al.
(2001) ja Hewitt (2012) osoittivat tutkimuksissaan kasityksen alakouluikdisten oppilaiden
kykenemattomyydestd kirjainmuuttujan kasittelyyn virheelliseksi. Tama puoltaisi myos algebrallisen

ajattelun ja ehka jopa kirjainmuuttujan tuomista jo alakoulun matematiikan opetukseen.

Hewitt (2012) korostaa matematiikkaan liittyvien yleisten merkintdtapojen ja symbolien olevan jonkun
paattamia ja yleisesti hyvaksyttyja toimintatapoja, joita oppilaiden ei tulekaan ymmartaa tai keksia, vaan
omaksua heille esitetty tieto sellaisenaan. Onko tama ristiriidassa esimerkiksi sen nakemyksen kanssa, etta
kirjainmuuttuja tulisi esitelld oppilaille yhteydessa, jossa heilld on sille kdyttoa ja he kykenevat luomaan sille
merkityksen (mm. Linchevski & Herscovics, 1996)? Johtaako Hewittin (2012) kdyttama opetusmenetelma
pitkdlla aikavalilla asioiden ulkoa opetteluun ja ymmartamattomyyteen sekd sitd kautta myos
unohtamiseen? Vai antaako se oppilaille mahdollisuuden kayttaa valmiiksi kehitettyja tyokaluja hyddykseen
parhaalla mahdollisella tavalla, ohittaen algebran kehityksessa lapikdydyt virheelliset kasitykset? Heraa
kysymys, olisiko naiden “virheellisten” ajatusmallien lapikdyminen ja hylkddaminen hyodyllistd oppilaille

heiddan matemaattisen ja algebrallisen ajattelun kehityksen kannalta.
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6. Johtopaatokset

Tutkielmaa tehdessani havaitsin, ettd siirtymaan aritmetiikasta algebraan liittyvda tutkimusta on tehty
paljon jo useamman vuosikymmenen ajan. Jo varhaisimmat aiheeseen liittyvat tutkimukset (mm. Collis,
1974) kasittelivat oppilailla havaittuja ongelmia, joita voidaan havaita matematiikan opetuksessa tdanakin
pdivana. Tama kertoo siitd, ettd aihe on edelleen ajankohtainen ja tutkimusta tarvitaan lisda. Osa tutkijoista
(Herscovics & Linchevski, 1994; Filloy & Rojano, 1989) esittdd vaikeuksien olevan yhteydessa oppilaiden
kognitiiviseen kehitykseen. Kayttamieni tutkimusten valossa esitan kuitenkin, etteivat algebrallisen
ajattelun kehittyminen tai algebran oppiminen ole taysin riippuvaisia oppilaan iasta, kuten vallitseva ajatus
etenkin ennen 2000-lukua tehdyissa tutkimuksissa tuntuu olevan. Oppimisvaikeuksia on selitetty nuorten
oppilaiden kykenemattomyydelld algebralliseen ajatteluun tai kirjainmuuttujan ymmartamiseen. Osittain
tdman takia perinteiseen opetusmenetelmaan kuuluu aritmetiikan ja algebran erottaminen toisistaan ja
algebran opetuksen aloitus vasta ylakoulussa. Siirtymavaiheen helpottamiseksi ja oppimisvaikeuksien
vahentamiseksi huomio tulisi mielestdni keskittdad juuri opetusmenetelmiin ennen varsinaista algebran

opetusta.

Seka tassd tutkielmassa kaytetyt tutkimukset ettd kyseiseen aiheeseen liittyvat julkaisut ylipaataan
vaikuttavat olevan suurimmaksi osaksi samoilla linjoilla siitd, ettd vaikeuksiin voidaan puuttua ainoastaan
matematiikan pedagogiikkaa kehittamalld. Yhdessakdan [oytamistani tutkimuksista ei suoranaisesti puolleta
algebran nykyistd opetusmenetelmaa. Tama herattda jatkokysymyksen siitd, miten perinteinen algebran
opetusmenetelma on kehitetty ja mihin se perustuu. Miksi merkittdvia askeleita taman opetusmenetelman
kehittdmiseksi ei ole otettu, jos tutkimuksia sen mahdollisesta osallisuudesta havaittuihin

oppimisvaikeuksiin on tehty jo usean vuosikymmenen ajan?

Vaihtoehtoisia opetusmenetelmia esittelevat tutkimukset antoivat lupaavia tuloksia, mutta kaytanndssa
niiden vaikutukset oppilaisiin ja oppimisvaikeuksiin voitaisiin ndhda vain jos suuri joukko opettajia ottaisi ne
kayttoonsa ja oppilaita tutkittaisiin pitkalld aikavalilla (Carraher et al., 2001). Perinteisen
opetusmenetelman muuttaminen tulisi olemaan erittdin hidas ja tyolas prosessi, mutta matematiikan
pedagogiikan kehittdminen on mielestani ainoa keino ldhestya nditd ongelmia. Tutkimusta tarvitaan
edelleen, ja siirtymaan liittyvia oppimisvaikeuksia ja ennen kaikkea niiden syita tulisi tuoda matematiikan
opettajien tietoisuuteen. Vaihtoehtoisista opetusmenetelmistd lukeminen voi ohjata opettajia
kyseenalaistamaan perinteisia opetusmenetelmia ja kehittdmaan sekda opetusmenetelmidan etta itsedan

opettajana.
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Koska itse algebran maaritelma ei ole yksiselitteinen, ei voida olettaa, ettd sen opetukseen Ioydettaisiin
taysin yksiselitteinen ja yleisesti hyvaksytty menetelma. Se, ovatko siirtymaan liittyvat oppimisvaikeudet
vaistamattomia vai voidaanko niiltd valttya matematiikan pedagogiikkaa kehittamalla, jaa viela tahan
mennessa tehtyjen tutkimuksien valossa epaselvaksi. Kasittelemieni artikkelien perusteella vaikuttaisi silta,
ettd vaikeudet voivat mahdollisesti ainakin osittain johtua nykyisistd opetusmenetelmistd. Vaihtoehtoisia
opetusmenetelmia ja mahdollisia keinoja valttaa havaittuja vaikeuksia on esitetty laajalti, ja ne ovat osittain
myo0s ristiriidassa keskendan. Tallainen keskustelu ja jopa ristiriidat ovat kuitenkin juuri sita, mita

matematiikan pedagogiikka vaatii kehittyakseen.
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