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Tiivistelma

Tutkielmassa luotiin numeerinen ohjelma, jonka avulla pystytaan etsi-
maan kvanttivirheenkorjauksen koodisanoja fotonihavididen aiheuttamia
perakkaisia virheitd vastaan. Ohjelma minimoi numeerisesti niiden virhei-
den todennakoisyyksia, joita ei voida koodisanoilla tunnistaa tai korjata.
Minimointiin kdytetaan trust-region constrained algorithm -menetelmaa.

1 Johdanto

Tutkielman aihe liittyy kvantti-informaatioon. Kvantti-informaatio on uusi tut-
kimuksen ala, joka yhdistda informaatiotieteen kvanttimekaniikan teoriaan [1].
Siita puhutaan, kun fyysisesti varastoidun informaation kuvaamiseen taytyy kayt-
taa erityisesti kvanttimekaniikkaa, kuten esimerkiksi atomien tai suprajohteiden
tapauksessa.

Kvanttimekaaninen informaatio varastoidaan bittien sijaan kubitteihin, joilla kah-
den tilan sijaan voi olla dareton maara mahdollisia tiloja. Kubitit eivat ole kaytan-
non sovelluksissa taydellisia. Ne ovat alttiita muistivirheille ja niiden manipulointiin
kaytettavat kvanttiportit ovat myods alttiita toiminnallisille virheille. Toiminnalliset
virheet johtuvat esimerkiksi siita, ettd kvanttiporttien hallintalaitteet eivat ole
tarpeeksi tarkkoja

Virheitd voidaan yrittaa valtella joko laitteiston tai ohjelmiston kautta. Laitteita
voidaan saataa mahdollisimman tarkaksi, mutta kdytdnnossa ideaalista toimintaa
ei ole mahdollista saavuttaa. Loput virheiden estamisesta ja korjaamisesta taytyy
hoitaa ohjelmiston kautta. Tata tutkimusalaa kutsutaan kvanttivirheenkorjaukseksi.
Tarkasteltaessa niin sanottuja optimoituja bosonisia kvanttivirhekorjauskoodeja [2],
fotonihavioille pystytaan johtamaan analyyttisesti koodisana kahden perakkaisen
virheen tapaukseen asti. Yli kahden perakkaisen virheen tapauksessa taytyy siis
kayttad numeerisia menetelmia koodisanojen I6ytamiseen.

Teoriaosuudessa kaydaan aluksi lyhyesti lapi olennaisimmat osat kvanttimekanii-
kan teoriasta virheenkorjauksessa. Seuraavaksi annetaan perusteet numeeriselle
minimoinnille. Menetelmaosuudessa kaydaan lapi perusteet numeeriseen ohjel-
maan, jolla etsittiin koodisanoja. Taman tyon tavoitteena oli numeerisesti etsia
koodisanoja, jotka suojaisivat perakkaisiltd fotonihaviovirheilta, kuten artikkelis-
sa [2].



2 Kvanttimekaaniset perusteet

Tassa kappaleessa kidydaan lyhyesti lapi tutkielmaan liittyvaa kvanttimekaniikan
perusteoriaa seka kvanttivirheenkorjauksen teoriaa. Kappaleet 2.1-2.3 pohjautuvat
luentomateriaaleihin [3-5].

2.1 Tilavektori

Tassa tutkielmassa kaytetdan tilavektoreita |¥(¢)) aaltofunktioiden W (%) sijaan.
Diracin braket-merkinnassa bra-vektori (a| ja ket-vektori |«) ovat vaaka- ja
pystyvektoreita

aq
8%

(al=(af a5 a5 . ay), la)=|a], (1)

QN

joissa kertoimet «; ovat kompleksilukuja. Kvanttimekaniikassa fysikaalisen systee-
min jokaista mahdollista tilaa kuvaa Hilbertin avaruuden vektori |¥(¢)). Hilbertin
avaruudella tarkoitetaan lineaarista vektoriavaruutta, jossa on maaritelty sisatulo.
Vektorin |W(t)) kantavektorit on mahdollista valita siten, ettd ne ovat keskenaan

ortonormaaleja
(ilj) = 6 (2)

ja vektorit ovat normalisoituja, kun sisatulo

(W@)w(t) = 1. (3)

Jokaista klassisen fysiikan dynaamista suuretta Q(x, p) vastaa kvanttimekaniikassa

hermiittinen operaattori, joka saadaan korvaamalla Q(z,p) = Q(x — Z,p — p).
Operaattorit voidaan esittaa kantavektorien avulla matriisina

T'= 3 Tl fnl, (@

jossa kertoimet T, ovat kompleksilukuja. Tutkielman kannalta olennaisimmat
operaattorit ovat luomis- ja havittamisoperaattorit, joiden ominaisuuksia kaydaan
|api seuraavassa kappaleessa.



2.2 Harmoninen varahtelija

Harmoninen varahtelija on tarkea esimerkki yksiulotteisesta potentiaalista. Klas-
sisesti silla voidaan kuvata esimerkiksi jouseen kiinnitetyn massan edestakaista
liiketta, mutta kdytannossa mita tahansa pieniamplitudista varahtelya voidaan
approksimoida harmonisen varahtelijan potentiaalilla. Harmonisen varahtelijan
Hamiltonin operaattori voidaan kirjoittaa muodossa

. 1 1
H:m(afa+2)=m<ﬁ+2>, (5)

jossa a' ja @ ovat luomis- ja havittamisoperaattorit. Tilavektori |¢)) on harmoni-
sen varahtelijan Hamiltonin operaattorin ominaisenergiaa E vastaava ominaistila
yhtalon A

H ) = El¢) (6)
mukaan. Ominaisvektorit |i,,) = |n), joita yleisesti kutsutaan Fock-tiloiksi, muo-
dostavat ortonormaalin kannan

(nln') = On,n’s (7)

jossa Hamiltonin operaattorin H esitys on diagonaalinen matriisi ja tilat numeroi-
daan kvanttiluvun n = 0,1, 2, ... avulla. Ominaisvektoreille patee

aln) = v/nn — 1), afln) = vn + 1jn + 1), a'a|n) =nin), (8)
missa /1 ja v/n + 1 ovat normituskertoimia. Ominaisvektorien avulla saadaan
E = hw(n+3), jolloin operaattorilla a' saadaan ominaisvektorista [¢) ominaisvek-
tori a'|y), jonka ominaisarvo on E + fiw. Samoin operaattorin @ ominaisvektorin
a|t)) ominaisarvo on E — hw. Luomis- ja havitysoperaattoreita kayttamalla voi-

daan luoda kaikki harmonisen varadhtelijan ominaistilat, kunhan vain yksi tila on
tiedossa. Normituskertoimia kayttaen nahdaan, etta

(n'|aln) = vV/néu 1, (n’|dT|n> = Vn+ 10p nt1s (9)

joista saadaan operaattoreiden matriisiesitykset Fock-tilojen kannassa

0 v1 0 0 0 0 0 0
0 0 V2 0 Vi 0 0 0

a=10 0 0 3 . af=]0 v2 0 0 (10)
0 0 0 0 0 0 V30

Naitd matriiseja tutkimalla ndhdaan selvasti, ettd operaattorit G ja a' toteuttavat

kommutaatiorelaation
[a,a"] =1, (11)

jota tarvitaan myohemmin koodin rajaehtojen johtamisessa.
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Kuva 1: Yhtalon (12) tilaa kuvaava Blochin pallo [5], jonka sade on 1.

2.3 Kubitti

Kubitti tai kvanttibitti on kvanttimekaaninen kaksitilasysteemi, joka digitaalisten
tilojen 0 ja 1 sijaan voi olla missa tahansa ortogonaalisten kantatilojen |0) ja |1)
lineaarisessa (kompleksisessa) superpositiossa. Se esitetaan tilavektorilla

0

0 . 6 v

1) = al0) + b|1) = (Z) = cos 3 |0) + €% sin 5 1) = (ei(;ossié g> , (12)
jossa 0 € [0, 7] ja ¢ € [0,27] ovat koordinaatteja Blochin pallon, katso kuva 1,
pinnalla ja a ja b ovat kompleksilukuja. Mita tahansa kvanttimekaanista systeemia,
jolla on kaksi tilaa voi kayttaa kubitin fyysisessa toteutuksessa. Esimerkiksi spin—%
hiukkasen orientaatio tai suprajohtavan sahkopiirin tila. Kubitteihin kohdistuvat
virheet ja muut kvanttioperaatiot voidaan esittaa operaattoritoimituksina kubitin
tilaan. Esimerkiksi kubitin kaanto tilasta |0) tilaan |1) toteutetaan operaattorilla

U= <(1) (1)> kuten
(-G w



2.4 Kvanttivirheenkorjaus

Tama kappale pohjautuu artikkeliin [2]. Tietojenkasittely fyysisissa piireissa ei ole
taydellista ja kvantti-informaatio on alttiimpaa ympariston aiheuttamille virheille
kuin klassiset systeemit, koska kvanttisysteemit ovat yleensa paljon pienempia.
Klassisella bitilla on kaksi tilaa, joten ainoa mahdollinen virhe on tilan muutos 0
<> 1. Kubitilla on adaretén maara mahdollisia tiloja, joihin ymparisté voi vaikuttaa
monella eri tavalla [1].

Kvanttivirheenkorjauksen idea on [0ytaa kaksi loogista koodisanaa, kubitti, jo-
ka on osa suurta harmonisen oskillaattorin Hilbertin avaruutta. Tassa Hilbertin
avaruudessa on 2V ulottuvuutta, kun fyysisia kubitteja on N kappaletta. Koodi-
sanojen on oltava vakaita siten, ettd jos tapahtuu jokin yksittainen virhe E ek,
niin kvantti-informaatio sailyy ja mika tahansa naiden sanojen superpositio voi-
daan palauttaa. On siis l16ydettava koodisanat |W,), o =1, |, jotka toteuttavat
kvanttivirheenkorjauskriteerit, joita kutsutaan mys Knillin-Laflammen ehdoiksi [6]

(W EJE[W,) = b, (14)

kaikille El,k € & siten, ettd ay ovat koodisanoista riippumattomia hermiittisen
matriisin alkioita. Arvojen ay; on oltava loogisista koodisanoista riippumattomia,
jotta eri virheet ovat erotettavissa toisistaan ja korjattavissa.

Tassa tutkielmassa virheet ovat fotonien havioita, joita voidaan kuvata havity-
soperaattoreilla @ harmonisen oskillaattorin kannassa ja muita virheita ei oteta
huomioon. Tarkoituksena on I0ytaa loogisia koodisanoja numeerisen minimoinnin
avulla. Sanojen taytyy suojata L:lta perakkaiselta virheelta kahden perdkkaisen
korjausvaiheen valilla, mutta naitd korjausvaiheita ei kayda Iap| tassa tutkielmassa.

Erillisten mahdollisten virheiden joukko on siis & = {[ a, ., a*}. Esimerkki
koodista, joka suojaa virheilta & = {I,a}
0) + |4)
(Wh) = ——F%— (W) = 12). (15)

Vol
Fotonihavidvirhe tuo loogiset koodisanat aliavaruuteen, jossa on pariton fotoni-
lukumaara ja joka on erillinen loogisten koodisanojen parillisesta aliavaruudesta.
Taman seurauksena yhtalon (14) kvanttivirheenkorjausmatriisin diagonaalista
poikkeavat matriisielementit «y; ovat identtisesti nollia. Jaljelle jaavat diago-
naalielementit oy vaativat, ettd molemmilla tiloilla on identtinen keskimaarai-
nen fotonilukumaara. Tassa tapauksessa n = (W, |7 |W,) = 2. Tama tarkoit-
taa, ettad fotonihavion mahdollisuus on sama molemmissa tiloissa. Jos kvant-
titilassa |U) = u|W4) + v |W,) tapahtuu fotonihdvié, niin se muuntuu tilaksi
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Q|V)
o) =

(W]ata[¥)
hesanoja. Kompleksiluvut u ja v eivat muutu tassa muunnoksessa, joka tarkoittaa
etta tilan kvantti-informaatio sailyy.

=u|E})+v|E}), missi |E!) = |3) ja |E]) = |1) ovat vir-

3 Numeerinen minimointi

Tassa kappaleessa kaydaan lapi yksinkertaisesti, mita minimointi on yhden muuttu-
jan funktion tapauksessa ja sanotaan lopuksi muutama sana moniulotteisesta mini-
moinnista. Tutkielmassa kaytetty moniulotteinen minimointi on laaja tutkimuksen
ala, jonka yksityiskohtiin meneminen olisi turhan ty6lasta, mutta minimoinnin
periaatteet ovat silti samat. Kappale pohjautuu lahteeseen [7].

Funktion minimi voi olla lokaali eli pienin arvo jollain rajatulla alueella tai globaali
eli pienin arvo minka funktio voi saada. Globaalien minimien |6ytdminen on
yleisesti erittdin vaikeaa. Siihen kaytetaan laajalti kahta menetelmaa. Etsitaéan
lokaaleja minimeja suurella maaralla eri |ahtoarvoja ja otetaan niista pienin, tai
siirrytaan jostain lokaalista minimista poispain ja katsotaan siirrytaanké parempaan
pisteeseen vai palataanko aina samaan.

3.1 Yksiulotteinen minimointi

Yksiulotteisten funktioiden minimointiin on olemassa kahden tyyppisia menetelmia.
Perusmenetelmissa kaytetaan hyvaksi vain funktion arvoja ja kehittyneemmissa
lisaksi myos funktion derivaatan arvoja. Ensin minimi on rajattava jollekin valille.
Taman jalkeen rajausta jatketaan yha pienemmille valeille, johon loytyy useita
menetelmia, mutta yksinkertaisin esimerkki on kultaisen leikkauksen etsinta, joka
on esitetty kohdassa 3.3.

3.2 Lokaalin minimin rajaus

Funktion minimi on rajattu, kun pisteissa a < b < ¢ funktion arvo f(b) on
pienempi kuin f(a) ja f(c). Aloitetaan tekemalld alkuarvaus a ja otetaan askel
eteenpain pisteeseen b. Jos funktion arvo on pienempi pisteessa b kuin pisteessa a,



Kuva 2: Minimin rajaus. Minimi on aluksi rajattu pisteilld a,b,c. Seuraava piste d
korvaa pisteen c, jolloin uusi raja on pisteet a,b,d. Samalla tavalla piste e korvaa
pisteen a ja piste f korvaa pisteen d. Nain minimi on rajattu valille e,b,f.

jatketaan askeleita samaan suuntaan, kunnes funktion arvo kasvaa ja on suurempi
kuin pisteessd b. Nain saadaan rajattua lokaali minimi pisteilld a, b ja c. Nyt
minimin etsinté tapahtuu valitsemalla uusi piste d valiltd (a, b) tai (b, ¢). Valitaan
esimerkiksi (b, ¢). Jos funktion arvo pisteessd d on suurempi kuin pisteessa b, uusi
raja on pisteet (a,b,d). Jos taas f(d) < f(b), uusi raja on (b,d, c). Uuden rajan
keskipiste on aina sen hetkinen minimi. Talla tavalla jatketaan uusien pisteiden
valitsemista, kunnes uloimpien pisteiden etaisyys on valttavan pieni. Valttavan
pieni on yleensa kaksi kertaa neliojuuri koneen liukuluvun tarkkuudesta. Rajaus
on havainnollistettu kuvassa 2. Tama on perusidea ja seuraavassa kappaleessa
kaydaan tarkemmin lapi, kuinka uudet pisteet tulisi valita.

3.3 Kultaiseen leikkaukseen perustuva funktion minimin
etsinta

Oletetaan, ettd b on murto-osan w etaisyydelld a:sta a:n ja c:n valissa, jolloin

b—a . c—>b
cC—a cC—a

1 —w. (16)



Oletetaan myos, etta seuraava koepiste x on murto-osan z pisteestd b eteenpain

v=b_ . (17)

cC—a

Jos nyt funktion arvo pisteessa = on suurempi kuin pisteessa b (f(z) > f(b)),
uusi vali on pituudeltaan w + z edelliseen verrattuna. Jos taas f(x) < f(b), niin
pituus on 1 — w edelliseen verrattuna. Asetetaan nama yhtasuuriksi, jolloin hyoty
on yhtasuuri molemmissa tapauksissa ja saadaan

z+w=1—-w (18)
- —a b-
L g=b b-a_c-a b-a (19)
c—a c¢c—a c—a c—a
=b—a=c—zx (20)

N&hdaan, etta uusi piste on symmetrinen pistetta b vastaan, eli |b—a| on yhtasuuri
kuin |x — ¢|. Tasta seuraa, etta piste x sijaitsee suuremmalla segmentilla, koska
z on positiivinen vain jos w < 1/2. Jotta z olisi optimaalinen oletetaan, ettd w
valittiin myos optimaaliseksi aikaissmmin samalla menetelmalla. Pisteen z taytyy
siis olla saman murto-osan b:n ja c:n valilla, kuin b oli a:n ja c:n valilla, josta

saadaan ehto .

= w. (21)

1—w
Yhtélot (18) ja (21) antavat toisen asteen yhtalon

_3-V5

5~ 0.38107. (22)

w?—3w+1=0, jolloin  w
Eli optimaalisen rajavélin (a, b, c) keskipisteen b murtoetdisyys toisesta paasta
on 0.38197 ja toisesta 0.61803. Nama murto-osat ovat samat kuin kultaisella
leikkauksella, josta menetelman nimi juontuu.

Téssa menetelmassa siis seuraava kokeilupiste on tripletin (a, b, ¢) suuremmalla va-
lilld murto-osan 0.38197 keskimmaisesta pisteesta mitattuna. Vaikka aloitettaisiin
rajaus pisteilla, joiden valit eivat ole kultaisessa leikkauksessa, niin valittaessa seu-
raavat pisteet suuremman valin kultaisesta leikkauksesta valit muuttuvat jatkossa
itsedan toistaviksi kultaisen leikkauksen murto-osiksi. Kultaiseen leikkaukseen
perustuva etsintamenetelma varmistaa, etta jokaisen uuden funktion maarityksen
jalkeen minimi on rajattu alueelle, joka on 0.61803-kertainen edellisen rajavalin
kokoon verrattuna.



3.4 Minimin etsinta ensimmaisten derivaattojen avulla ja
moniulotteinen minimointi

Derivaattojen kaytto funktion rajauksessa voi huomattavasti vahentaa laskutoi-
mitusten maaraa. Derivaatan etumerkista rajauskolmikon (a, b, ¢) keskipisteessa
nahdaan mihin suuntaan funktio muuttuu eli se maaraa kummalta valilta (a,b)
vai (b, ¢) otetaan seuraava koepiste.

Moniulotteisessa minimoinnissa, eli kun minimoidaan funktiota, jolla on muuttujia
enemman kuin yksi, derivaatan vastine on gradientti, joka on vektorisuure. Nyt
vaihtoehtoja minimointiin on kolme. Lasketaan gradientit kayttamalla funktion
analyyttistd muotoa, lasketaan gradientit kayttamalla differenssimenetelmaa tai
ei lasketa gradientteja ollenkaan. On myos valittava menetelmien valilla, jotka
tarvitsevat tallenustilaa kertalukuihin N2 tai N verrannollisena, missd N on
dimensioiden lukumaira. Dimensioiden lukumaaran kasvaessa suuriksi N2 voi olla
rajoittava tekija. Myos itse minimoitava funktio ja kuinka paljon rajaehtoja se
tarvitsee tai halutaan kayttaa, rajoittaa menetelmien valintaa.

4 Numeerinen minimointimenetelma koodisano-
jen etsintaan

Tassa tutkielmassa kaytettiin Trust-Region Constrained Algorithm -menetelmaa [8],
koska se pystyi laskemaan epélineaarisia funktioita ja ottamaan vastaan tarvit-
tavat rajafunktiot. Silld etsittiin suuri maara lokaaleja minimeja satunnaisilla
lahtoarvoilla, ettd paastaisiin mahdollisimman lahelle globaalia minimia.

4.1 Rajaehdot ja minimoitava funktio

Koodisanat voidaan kirjoittaa muotoon

|W0/1> = Z To/1, |Z> ) (23)
i=0

jossa xg/1,; ovat tuntemattomia muuttujia.
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Muuttujille saadaan rajoitusehtoja seka kvanttitilojen fysikaalisuusehdoista, etta
Knill-Laflamme -ehdoista [6]. Ensimmaiset rajaehdot siis tulevat koodisanojen
ortonormaalisuudesta (7)

(WolWo) = ad, =1, Wiy => a2l =1,
1=0 1=0
W()|W1 Zl’o 11'12 = U. (24)

Muut kvanttivirhekorjausehdoista [6] tulevat rajaehdot ovat muotoa

<WO|Mlk|W1> = 0, <W1|Mlk|WO> = 07 (25)

Matriisielementit M, saadaan alla olevasta k£ x k matriisista, johon on merkitty
kaikki virhetapaukset, jossa lopputuloksena on jokin maara fotonien havidita a.
Tyhjalla puoliskolla fotonien maara kasvaisi ja niitd vastaavat rajaehdot ovat
samat kuin matriisin alakolmiossakin.

I af af’ at? et

I7 T
Ia afa a
a2 ata® ata? a2
a3 atad ata® atad a3
Iab atab atat aPat oo afat | ab

Taulukko 1: Rajaehtomatriisi.

N&ma rajat muuntuvat relaatioiden (11) avulla helposti ohjelmoitavaan muotoon.
Esimerkiksi

= na'ataa — 2a'a’aa = (n — 2)a'a'aa = (A — 2) (A — 1A, (28)

missa 7 on lukumaaraoperaattori ja tiloihin operoitaessa se tuottaa Fock-tilan
luvun n. Nahdaan, etta operaattorit noudattavat saantoa af"a* = [[F=} (A — i) ja

taulukko 1 voidaan kirjoittaa yksinkertaisemmassa muodossa taulukko 2.
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I af at’ af? oot
I 1
a n a
a* na n(n —1) a*
a®  na? n(n —1)a n(n—1)(n—2) a’
ak ekt an— 1)k At — D) —2)ak - T (A —d) | @b
Taulukko 2: Muunnettu rajaehtomatriisi.
Minimoitava funktio on taulukossa 2 diagonaalin seuraava osa
f(z) = Wi My [ W) + (Wol Mgty (k1) [Wo) - (29)

Tiivistaen tehtavana on numeerisesti minimoida funktio f(z;) (29) rajoitusehdoilla
(24)-(25).

4.2 Ohjelmointi

Ohjelmoinnissa kaytettiin Python-ohjelmointikielta ja sen NumPy- ja SciPy-
kirjastoja. Minimointiin kaytettiin SciPyn minimize-funktiota metodilla trust-
constr (trust-region constrained), johon voi sy6ttaa epélineaarisia raja-funktioita.
Minimize-funktio tarvitsee alkuarvauksen arvoista yhtena listana ja se tuottaa
tulokseksi listan arvoja. Molempien koodisanojen arvoja kasiteltiin siis samassa lis-
tassa. Rajat lisattiin minimize-funktion NonlinearConstraint-objektiin, joka kayttaa
myos Jacobin ja Hessen matriiseja. Jacobin matriisit luotiin itse ja minimize-funktio
arvioi Hessen matriisit numeerisesti '2-point’-menetelmalla.

4.3 Tulokset

Aluksi kaytettiin vain reaaliarvoja x,; ja niilla saatiin koodisanat yhden ja kah-
den fotonihavion tapauksille, mutta ei suuremmille fotonihavidille. Taman takia
muutettiin alkuarvaukset kompleksiluvuiksi, joiden avulla koodi antoi koodisanoja
ainakin yhdeksan fotonihavion tapauksiin asti, mutta tassa vaiheessa alkuarvauk-
sien pituus alkoi hidastamaan laskentaa niin paljon, ettd suurempia ei ehditty
tarkistaa. Kuvaajassa 3 on esitettyna todennakdisyystiheydet |z,|? koodisanan
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Kuva 3: Koodisanojen muuttujien suuruus. Varien numerointi tarkoittaa perak-
kaisten fotonihaviovirheiden lukumaaraa, joita vastaan virhekorjauskoodisanat on
suunniteltu. Kuvassa kayrien |x,|* arvot on eroteltu 0.2 yksikon valein, eli kun n
kasvaa |z,|? alkaa l3hestya nollaa.

Fock-tilan jarjestysluvun n suhteen. Nahdaan, ettd suuremmilla virhemaarilla
kuvaajat alkavat muistuttaa toisiaan.

5 Loppupaatelmat

Tassa tutkielmassa ensin esiteltiin kvanttimekaniikan perusteet kvanttivirheenkor-
jaukseen. Seuraavaksi kaytiin |api, mita minimointi on yleisesti ja lopuksi luotiin
ohjelma, joka etsi kvanttivirheenkorjauksen koodisanoja kayttden numeerista
minimointia.

Perakkaisten virheiden maaran kasvaessa, myos koodisanojen pituus kasvaa niin

suureksi, ettd tallad hetkelld pidemmistd koodisanoista ei vield ole hyotya kaytan-
nossa. Kuitenkin tekniikan kehittyessa koodisanat voidaan mahdollisesti toteuttaa
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konkreettisesti. Tassa tutkielmassa ei vertailtu numeerisesti minimoimalla saatu-
ja koodisanoja muihin kehitettyihin, kuten esimerkiksi cat-koodeihin [9], joten
menetelman hyodyt ja haitat eivat ole vield tiedossa.

Tutkielma keskittyi fotonihaviovirheisiin . Menetelmaa voi jatkossa kayttaa pie-
nelld muokkauksella my6s muunlaisia virheita vastaan. Esimerkiksi fotonien lisdys
-virheet a' tai vaihekoherenssin menetys -virheet 7. a'-virheiden rajaehdot saa-
daan taulukon 1 tyhjalta puolelta. Toinen jatkokehityssuunta talle ohjelmalle voisi
olla numeerisen koodin optimointi, silla talld hetkelld, kun etsitadn koodisanoja
suuremmille virhemaarille, niin laskuaika kasvaa nopeasti muutamasta tunnista
muutamaan paivaan. Tutkielmassa kaytetty menetelma oli kdynnistaa etsinta
suurella maaralla satunnaisia alkuarvoja ja valita pienin funktion arvo. Tata voisi
ehka myos nopeuttaa kayttamalla valistuneita arvauksia, jotta etsintdjen maaraa
voisi vahentaa.
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