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Johdanto

Suuremmalle yleisolle ryhmét ovat varmasti tunnetumpi algebrallinen raken-
ne, kuin puoliryhmét. Puoliryhmét toteuttavat nimensd mukaisestikin puolet
ryhmén neljastd ominaisuudesta. Puoliryhmét ovat siis bindériselld ja asso-
siatiivisella operaatiolla varustettuja epétyhjid joukkoja. Puoliryhmid voi-
daan tarkastella sekéi topologisesta, ettd algebrallisesta ndkokulmasta. Nail-
1& on kuitenkin paljon yhtéldisyyksid. Topologisia puoliryhmié on tutkittu
enemmaéankin, mutta algebrallisen teorian kannalta puoliryhmét on melko uusi
asia matematiikan historiassa.

Tutkielma kisittelee puoliryhmid enimmékseen algebrallisesta niakokul-
masta, mutta lopussa esitelldin myos topologiset puoliryhmét. Tutkielma
alkaa puoliryvhmin méarittelylld seki esittelemélld muutamia esimerkkejd
yksinkertaisimmista puoliryhmistd. Puoliryhmiin liittyy ryhméteoriastakin
tutut alkiot ideaali, kddnteisalkio ja peruuttava. Uudempana asiana esitel-
ld4n idempotentit, joiden olemassaolo on tiarked osa puoliryhmid tutkittaes-
sa. Idempotentti on sellainen alkio x, ettd xoz = x. Jotta idempotentit eivit
jéisi vain teorian tasolle, on tutkielmassa esitetty esimerkkeja puoliryhmisté,
joissa on yksi tai useampi idempotentti. Tutkielman yksi tdrkeimmisté tulok-
sista on Lause 3.2. Téssa lauseessa todistetaan induktiivisesti, ettd darellinen
puoliryhma sisiltda aina idempotentin.

Lukijalle ideaalit saattavat olla rengasteoriasta tuttu kisite. Kappaleissa
6 ja 7 kdsitelldan puoliryhmii, jotka sisdltdvit minimaalisen vasemman ide-
aalin. Yksi tutkielman térkeimmisté lauseista on Rakennelause (Lause 7.10),
joka késittelee puoliryhmén, joka sisidltdd idempotentin sisaltdvian minimaa-
lisen vasemman ideaalin, ja sen ideaalien rakenteita.

Lopuksi tutustutaan vield topologisiin puoliryhmiin, joiden ymmértami-
seksi oletetaan, ettd lukija on tutustunut topologiaan aikaisemmin. Tarvit-
tavat topologiset kéisitteet ja tulokset méaritelldin kuitenkin kappaleessa 8.
Topologisiin puoliryhmiin liittyvistd tuloksista tdrkein on Lause 9.17, jossa
todistetaan, ettd kompakti puoliryhmé sisidltds idempotentin. Todistus teh-
dadn Zornin Lemman avulla. Lopussa esitetddn Lauseet 9.23 ja 9.24, jotka to-
distavat, ettd idempotenttien joukko F(S) on suljettu tietyissd puoliryhmén
S oloissa. Aina kuitenkaan E(S) ei ole suljettu. Tdmé on mielenkiintoinen
aihe, jota voi tutkielman tulosten pohjalta ldhted tutkimaan tarkemmin.

Tutkielman pédldhteind kiytetddn Berglundin, Junghennin ja Milnesin
teosta Analysis on Semigroups: Function Spaces, Compactifications, Repre-
sentations sekd Hindmanin ja Straussin teosta Algebra in the Stone-Cech
Compactification: Theory and Applications.



1 Puoliryhmat

Méaritelma 1.1. Puoliryhmd on pari (.5, %), missd S on epétyhji joukko ja
x on binddrinen ja assosiatiivinen operaatio joukossa S.

Bindérinen operaatio joukossa S on funktio x : S xS — S. Elizxy € S,
kaikilla z,y € S. Jos operaatio * on bind#rinen joukossa S, niin usein sano-
taan, ettd ”S on suljettu operaation * suhteen”. Operaatio on assosiatiivinen,
jos ja vain jos x(x(z,y), 2) = x(z, x(y, 2)) kaikilla z,y, z € S. Eli yleisemmin
(xxy)xz=x*(y*2).

Esimerkki 1.2. Seuraavat parit ovat puoliryhmii:

a) (N,+)
b) (N,-)
c) (R, +4)
d) (R,")
e) (R\{0},)
f) (RY,+)
8 (R*,")
h) (N,V), missd = V y = max{z,y}.
i) (N, A), missé x Ay = min{x, yz}.
j) (R, A), missd x Ay = min{z, y}.
k) (S, *), missd S on epityhji joukko ja x x y = y, kaikilla z,y € S.
1) (S,x*), missd S on epétyhji joukko ja = x y = x, kaikilla z,y € S.
m) (S, %), missd S on epédtyhjd joukko ja a € S ja z xy = a, kaikilla

n) (Xx,o0), missi Xx = {f | f: X — X} ja operaatio o on funktioiden
yhdiste.

Maaritelma 1.3. Olkoon S puoliryhmaé ja olkoon z € S.

a) Alkio z on oikea nolla-alkio, jos xz = z kaikilla x € S.



b) Jos puoliryhmén S jokainen alkio on oikea nolla-alkio, niin S on oikea
nollapuoliryhmd.

¢) Alkio z on vasen nolla-alkio, jos zx = z kaikilla = € S.

d) Jos puoliryhmén S jokainen alkio on vasen nolla-alkio, niin S on vasen
nollapuoliryhmd.

e) Jos oikea nolla-alkio on myds vasen nolla-alkio, kutsutaan sitd nolla-
alkioksi. Nolla-alkiota merkitdan O.

f) Jos puoliryhméssd S on nolla-alkio ja st = 0 kaikilla s,¢ € S, niin
puoliryvhméd S kutsutaan nollapuoliryhmdksi.

Esimerkin 1.2 kohdan k) puoliryhmé on oikea nollapuoliryhmé ja kohdan
[) puoliyhmé on vasen nollapuoliryhma.

Maaritelma 1.4. Olkoon A epétyhjé joukko. Vapaa puoliryhmd aakkostossa
A on joukko

S={f|f:B—C, missi C C AjaB={0,1,2...,n—1} jollakin n € N}.

Olkoon f ja g joukon S alkioita. Operaatiota — kutsutaan ketjutukseksi ja
se on méadritelty seuraavasti. Oletetaan, ettd funktion f maérittelyjoukko on
{0,1,...,n— 1} ja funktion g méadrittelyjoukko on {0,1,...,m — 1}. T&ll6in
funktion f~¢ mééarittelyjoukko on {0,1,...,m+4+n—1}.Josi € {0,1,...,m+

n — 1}, niin
Fg(i) = {f(z), kun i <n

g(i—n), kuni>n.

Identiteetilld varustettu aakkoston A vapaa puoliryhmé on SU{(}, missi
S on aakkoston A vapaa puoliryhma ja, jos f € SU{0}, niin f~0 =0"f = f.

Yleensé vapaan puoliryhmén alkioita kutsuaan sanoiksi, joita kirjoitetaan
listaamalla funktion arvot jarjestyksessid. Sanan a pituus on n, kun sanan
méérittelyjoukko on {0,1,...,n — 1}. Esimerkiksi jos A = {2,4} ja f =
{(0,4),(1,2),(2,2)}, niin sanan f pituus on 3 ja f = 422. Lisiksi annetuille
sanoille 422 ja 24424 saadaan 422724424 = 42224424,

Maéaritelma 1.5. Olkoon (S, ) ja (T, -) puoliryhmii.

a) Kuvaus ¢: S — T on homomorfismi, jos o(x xy) = p(x) - p(y) kaikilla
x,y € 5.

b) Kuvaus ¢: S — T on isomorfismi, jos ¢ on bijektiivinen homomorfismi.
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¢) Joukot S ja T ovat isomorfisia, jos ja vain jos on olemassa isomorfismi
joukolta S joukkoon T'. Jos S ja T ovat isomorfisia, merkitdan S = T

d) Kuvaus ¢: S — T on anti-homomorfismi, jos ¢(x xy) = o(y) - p(z)
kaikilla z,y € S.

e) Kuvaus ¢: S — T on anti-isomorfismi, jos ¢ on bijektiivinen anti-
homomorfismi.

f) Joukot S ja T ovat anti-isomorfisia, jos ja vain jos on olemassa anti-
isomorfismi joukolta S joukkoon T

Maééritelma 1.6. Olkoon (S, *) puoliryhmé ja a € S.

a) Alkio a on joukon S vasen identiteetti, jos ja vain jos a * x = x kaikilla
reS.

b) Alkio a on joukon S oikea identiteetti, jos ja vain jos = * a = z kaikilla
xeS.

c¢) Alkio a on joukon S identiteetti, jos ja vain jos a on sekd oikea, ettd
vasen identiteetti.

Vasemmassa nollapuoliryhméssi jokainen alkio on oikea identiteetti ja
oikeassa nollapuoliryhméssé jokainen alkio on vasen identiteetti.

Esimerkki 1.7. Puoliryhméssa voi olla monta oikeaa identiteettii. Esimer-
kiksi puoliryhméssi, jonka kaikki alkiot ovat matriiseja, jotka ovat muotoa

0 = -
[0 1],mlssax€R,

jokainen alkio on oikea identiteetti.

Jos puoliryhméi S ei siséllé identiteettid, niin joukoksi St kutsutaan jouk-
koa S, johon on lisitty identiteetti. Jos S sisiltiisi identiteetin, niin S* = S.

Huomautus 1.8. Olkoon (.5, %) puoliryhmé. Jos e on joukon S vasen identi-
teetti ja f oikea identiteetti, niin f = e. Puoliryhméssé voi siis olla vain yksi
kaksipuolinen identiteetti.

Olkoon {S; | i € I} joukko puoliryhmié. Télloin Karteesinen tulo

S=][{silien}

on puoliryvhmé annetuilla joukkojen operaatioilla ;.



Maiésritelmi 1.9.  a) Olkoon {S; | i € I} indeksoitu joukko puoliryhmis
ja olkoon S = [[{S; | ¢ € I}. Operaatiolla *, joka on médritelty (& =
¥)i = m; *; y;, varustettu puoliryhmé (S, %) on puoliryhmien (5;, *;)
suora tulo.

b) Olkoon {S; | ¢ € I} indeksoitu puoliryhmien joukko, jossa jokaisella
puoliryhmaélld S; on kaksipuolinen identiteetti e;. Tall6in puoliryhmien
(Si, *;) suora summa on @,.; Si ={F e [[{Si|icl}|{iel]|x #

e;} on &érellinen}.
Maéaritelma 1.10. Olkoon (S, *) puoliryhmé ja olkoon a,b,c € S.
a) Alkio ¢ on alkion b vasen a-kaanteisalkio, jos ja vain jos cx b = a.
b) Alkio ¢ on alkion b oikea a-kddnteisalkio, jos ja vain jos b * ¢ = a.

¢) Alkio ¢ on alkion b a-kddnteisalkio, jos ja vain jos ¢ on alkion b oikea
sekd vasen a-kadnteisalkio.

Termit vasen a-kédnteisalkio, oikea a-kddnteisalkio ja a-kdanteisalkio kor-
vataan yleensd vasemmalla kiddnteisalkiolla, oikealla kddnteisalkiolla ja kaan-
teisalkiolla.

Méédritelma 1.11. Pari (S, %) on ryhmd, jos
a) (.S, *) on puoliryhmi ja
b) on olemassa sellainen alkio e € S, etté

i) e on joukon S vasen identiteetti.

ii) jokaiselle alkiolle x € S on olemassa sellainen y € S, ettd y on
alkion z vasen e-kddnteisalkio, eli y x z = e.

Lause 1.12. Olkoon (S, %) puoliryhmd. Seuraavat vditteet ovat ekvivalentte-
ja.

a) (S, *) on ryhmd.

b) On olemassa sellainen joukon S kaksipuolinen identitieetti e, ettd jo-
kaiselle x € S on olemassa jokin y € S, joka on alkion v kaksipuolinen
e-kdanteisalkio.

¢) On olemassa joukon S wasen identiteetti ja mille tahansa joukon S
vasemmalle identiteetille e ja mille tahansa x € S on olemassa jokin
y €S, joka on alkion x vasen e-kddnteisalkio.



d) On olemassa sellainen joukon S oikea identiteetti e, ettd jokaiselle x €
S on olemassa jokin y € S, joka on alkion x oikea e-kdanteisalkio.

e) On olemassa joukon S oikea identiteetti ja mille tahansa oikealle iden-
titeetille e € S ja mille tahansa x € S on olemassa jokin y € S, joka
on alkion x oikea e-kadnteisalkio.

Todistus. a) = b) Olkoon e joukon S vasen identiteetti. Osoitetaan ensin,
ettd jokaisella joukon S alkiolla on olemassa kaksipuolinen e-kddnteisalkio.
Olkoon x € S annettu ja olkoon y € S alkion x vasen e-kddnteisalkio. Olkoon
z € S alkion y vasen e-kiéinteisalkio. Talloin xxy = ex(zxy) = (zxy)*(zxy) =
zx((y*xz)*xy) = zx(exy) = z*xy = e, joten y on alkion x oikea e-kiinteisalkio
ja ndin ollen y on alkion x kaksipuolinen e-kidanteisalkio.

Osoitetaan sitten, ettd e on joukon S oikea identiteetti. Olkoon =z € §
annettu ja valitaan alkion = e-kidnteisalkio y € S. Téll6in xxe = xx* (y*xx) =
(x*y)*xx =e*xx =z, joten e on joukon S oikea identiteetti ja niin ollen se
on joukon S kaksipuolinen identiteetti.

b) = c¢) Olkoon e joukon S kaksipuolinen identiteetti. Olkoon f miké
tahansa joukon S identiteetti. T&ll6in Huomautuksen 1.8 nojalla e = f.
Naéin ollen jokaiselle joukon S alkiolle on olemassa vasen f-kdanteisalkio.

c) = a) Koska joukossa S on vasen identiteetti e ja jokaisella joukon S
alkiolla on olemassa vasen e-ki#nteisaklio joukossa S, niin S on ryhma.

d) = b) Olkoon e joukon S oikea identiteetti. Osoitetaan ensin, etti
jokaisella joukon S alkiolla on kaksipuolinen e-kdinteisalkio. Olkoon z € S
annettu ja olkoon y € S alkion x oikea e-kddnteisalkio. Olkoon z € S alkion
y oikea e-kddnteisalkio. Talloin y xx = (y*xx)xe = (y*x) x (y x 2) =
(yx(x*xy))*x2z = (yxe)xz = yx*xz = e, joten y on alkion = vasen e-
kddnteisalkio. Ndin ollen y on alkion x kaksipuolinen e-kdanteisalkio.

Osoitetaan sitten, ettd e on joukon S kaksipuolinen identiteetti. Olkoon
xr € S annettu ja valitaan alkion z e-kddnteisalkio y € S. Talldin e x x =
(xxy)xx=xx*(y*xx)=x*e=x, joten e on joukon S vasen identiteetti ja
nain ollen e on joukon S kaksipuolinen identiteetti.

b) = e) Olkoon e joukon S kaksipuolinen identiteetti. Olkoon f miké
tahansa joukon S oikea identiteetti. Téll6in Huomautuksen 1.8 nojalla e = f.
Néiin ollen jokaiselle joukon S alkiolle on olemassa oikea f-kiédnteisalkio.

e) = d) Koska joukossa S on oikea identiteetti e, niin jokaiselle joukon S
alkiolle x on olemassa oikea e-kdinteisalkio y € S. O

Kun kasitellain satunnaisia puoliryhmié, on tavallista, ettd operaationa
kiytetdan merkkid -. Lisdksi puoliryhméssé (.5, -) kiytetddn usein merkintad
xy merkinnin x - y tilalla. Kun kirjoitetaan "Olkoon S puoliryhma”, tarkoi-



tetaan "Olkoon (S, -) puoliryhm&” ja kun kirjoitetaan "zy”, niin tarkoitetaan
77:1,/, . y”'
Maaritelma 1.13. Olkoon S puoliryhmé.

a) S on kommutatiivinen, jos ja vain jos zy = yz kaikilla z,y € S.

b) Joukon S keskus on joukko {x € S| zy = yz, kaikilla y € S}.

c¢) Olkoon z € S. Kuvaus \,: S — S on médritelty \,(y) = zy.

e

R(S) = {p. |z € S}.

Joukon S keskus koostuu kaikista joukon S alkioista, jotka kommutoivat
jokaisen joukon S alkion kanssa.

Ryhmaéa, jonka kaikki alkiot kommutoivat, kutsutaan kommutatitvisekss
ryhmdksi tai Abelin ryhmdksi.

Huomautus 1.14. Olkoon (.S, *) puoliryhmé. Télloin my6s joukot (R(S),o)
ja (L(S),0) ovat puoliryhmié.

)
)
d) Olkoon z € S. Kuvaus p,: S — S on mééritelty p,(y) = yz.
) L
f)

Koska kaikki puoliryhmét eivit aina ole kommutatiivisia, tdytyy maaritel-
14 mitd tarkoitetaan merkinnalld [, z;. Médritelld&n se tavalla, joka tulee
luonnollisimmin.

Mééritelmé 1.15. Olkoon S puoliryhmi. Méaaritellaén [ [}, z;, missdén € N
ja {z1,29,...,2,} C S, induktiivisesti.

a) H;Zl xr; = 11
b) Annetulle n € N, [15 2 = ([T02y %) - Tns1-

Maaritelma 1.16. Puoliryhmén S ekvivalenssirelaatio R on kongruenssi,
jos (s,t) € R ja u € S seuraa, ettd (us,ut), (su,tu) € R.

Lause 1.17. Olkoon R kongruenssi puoliryhmdssi S. Kaikilla s € S, olkoon
7(s) ekvivalenssiluokka, joka sisdltdd alkion s, ja madaritelléin S/R = {n(s) |
s € S}. Jos operaatio joukossa S/R on mddritelty seuraavasti: m(s)m(t) =
7(st), niin joukko S/R on puoliryhmd ja w: S — S/R on homomorfismi.

Maaritelma 1.18. Jos R on kongruenssi puoliryhméssd S, niin joukkoa
S/ R varustettuna operaatiolla, joka on mééaritelty kohdassa 1.17, kutsutaan
joukon S tekijapuoliryhmdiksi modulo R, ja kuvausta 7: S — S/ R kutsutaan
tekiydkuvaukseksi.



Lause 1.19. Olkoon 0: S — T homomorfismi ja olkoon R = {(s,s') €
S xS |0(s)=0(s")}. Tallgin R on joukon S kongruenssi ja on olemassa

sellainen yksikdsitteinen isomorfismi ¥ : S/R — T, ettd seuraavat kuvaukset
kommutoivat: 0: S — T, ¢y: S/R—T jamw: S — S/R.

Todistus. R on selvésti kongruenssi, koska jos (s,s') € R ja u € S, niin
O(us) = 0(u)d(s) = 0(u)d(s') = O(us’) ja O(su) = 0(s)0(u) = 6(s')0(u) =
0(s'u), joten (us,us’), (su,s'u) € R. Kuvaus ¢: S/R — T, ¥(n(s)) = 0(s)
kaikilla s € .S, on hyvin méiritelty ja néin ollen ¢ on yksikisitteinen isomor-
fismi, joka toteuttaa lauseen ehdot. [

Maaritelma 1.20. Olkoon S puoliryhma.

a) Alkio x € S on oikea peruuttava, jos ja vain jos aina, kun y,z € S ja
yr = zx, niin y = 2.

b) Alkio = € S on wvasen peruuttava, jos ja vain jos aina, kun y,z € S ja
Ty = xrz, niin y = z.

¢) S on oikea peruuttava, jos ja vain jos jokainen x € S on oikea peruut-
tava.

d) S on wvasen peruuttava, jos ja vain jos jokainen alkio x € S on vasen
peruuttava.

e) S on peruuttava, jos ja vain jos S on seké oikea, ettd vasen peruuttava.
Lause 1.21. Olkoon S puoliryhmi.

a) Funktio \: S — L(S) on surjektiivinen homomorfismi.

b) Funktio p: S — R(S) on surjektiivinen anti-homomorfismi.

c) Jos S on oikea peruuttava, niin S ja L(S) ovatl isomorfisia.

d) Jos S on vasen peruuttava, niin S ja R(S) ovat anti-isomorfisia.

Todistus. a) Olkoon x,y,z € S. Olkoon kuvaus A(x) = A,. Télloin

A0 A (2) = A0y (2)) = Aaly2) = 2(y2) = ()2 = Aoy (2,

joten A on homomorfismi. Koska A, on mééritelty siten, ettd x € S, niin
jokaiselle maalijoukon L(S) alkiolle A\, on olemassa alkujoukon alkio z € S.
Néin ollen A on surjektio.



b) Olkoon z,y, z € S. Olkoon kuvaus p(z) = p,. Télléin

Pz © py(2) = pa(py(2)) = pa(zy) = (2y)x = 2(yz) = pya(2),

joten p on anti-homomorfismi. Koska p, on maaritelty siten, ettd x € S, niin
jokaiselle maalijoukon R(S) alkiolle p, on olemassa alkujoukon alkio = € S.
Néin ollen p on surjektio.
c¢) Koska a)-kohdan perusteella A: S — L(.S) on surjektiivinen homomor-
fismi, niin riittda todistaa, ettd A on injektio. Olkoon z,y,z € S. Olkoon
Az = Ay Télloin A, (2) = Ay(2), joten zz = yz. Koska S on oikea peruuttava,
niin x = y. Néin ollen A on injektio.
Koska A on bijektio ja homomorfismi, niin joukot S ja L(.S) ovat isomorfiset.
d) Koska b)-kohdan nojalla kuvaus p: S — R(S) on surjektiivinen anti-
homomorfismi, niin riittda todistaa, ettd p on injektio. Olkoon z,y,z € S.
Olkoon p, = p,. Talléin p,(z) = p,(2), joten zx = zy. Koska S on vasen
peruuttava, niin z = y. Néin ollen p on injektio.
Koska p on bijektio ja anti-homomorfismi, niin S ja R(S) ovat anti-isomorfiset.
0

2 Idempotentit ja aliryhmat
Maaritelm4 2.1. Olkoon S puoliryhma.
a) Alkio = € S on idempotentti, jos ja vain jos xz = x.
b) E(S) ={z € S| z on idempotentti}.

¢) T on joukon S alipuoliryhmd, jos ja vain jos T C S ja T on puoliryhmé
saman operaation suhteen, kuin S.

d) T on joukon S aliryhmd, jos ja vain jos T C S ja T on ryhmé saman
operaation suhteen, kuin S.

e) Olkoon e € FE(S). Télléin H(e) = J{G | G on joukon S aliryhmi
jaee G}

Jos E(S) = S, kutsutaan puoliryhméé S idempotenttipuoliryhmdksi.

Esimerkki 2.2. Jos S; ja S, ovat satunnaisia, epatyhjid puoliryhmié, niin
Karteesinen tulo S; x Sy on idempotenttipuoliryhmé operaatiolla

(s1,82)(t1,t2) = (s1,t2).
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Esimerkki 2.3. Joukko {0, 1}, missé 0 on nolla-alkio ja 1 on identiteetti, on
esimerkki kommutatiivisesta identiteettipuoliryhmésté.

Lemma 2.4. Olkoon G ryhmd, jonka identiteetti on e. Tdlloin E(G) = {e}.

Todistus. Oletetaan, ettd f € E(G). Talloin ff = f. Kun tdtd operoidaan
vasemmalta alkion f kddnteisalkiolla, saadaan f = e. Niin ollen E(G) =

{e}. O

Lemman 2.4 seurauksena joukon H(e) médritelméssa toteamus "e € G”
tarkoittaa samaa, kuin ”e on joukon G identiteetti”.

Lause 2.5. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon e € E(S). Tdlldin H(e) on jou-
kon S suurin aliryhmd, jonka identiteetti on e.

Todistus. Koska e on luonnollisesti joukon H(e) identiteetti ja H(e) sisdltad
kaikki joukon S aliryhmét, jotka sisaltdvét alkion e, niin riittd4 osoittaa, ettd
H(e) on ryhmé. Téytyy siis osoittaa, ettd H(e) on suljettu.

Olkoon x,y € H(e) ja valitaan sellaiset joukon S aliryhmét G, ja Ga, ettd e €
G1NGy, x € Gy jay € Gy. Olkoon G = {[[\_, i | n € Nja {x1,29,...,2,} C
G1 UGy} Tallsin zy € G ja e € G, joten riittda osoittaa, ettd G on ryhma.
Ainoa ryhmaén edellytys, joka ei ole ilmeinen, on kéinteisalkioiden olemas-
saolo. Olkoon []I, ; € G. Valitaan sellaiset y;, missd i € {1,2,...,n}, ettd
Tpi1-iy; = e. Talloin [, v; € G ja

(H xl) ’ <H yi) = (T1%2. .. Tp120) - (V1Y2 - - Yn—1Yn)

=T1T2...Tp—1 (xnyl) Y2 .- - Yn—1Un
= T1X2 ... Tp-1€Y2Y3 ... Yn—-1Yn

=101 . T2 (Tn-1Y2) Y3 - - - Yn—1Yn

:e,

joten G on ryhmi. Néin ollen G C H(e), joten H(e) on joukon S suurin
aliryhma, jonka identiteetti on e. [

Ryhmid H(e) kutsutaan maksimaalisiksi ryhmiksi, koska milld tahansa
ryhmélla G C S, on identiteetti e ja niin ollen G C H(e).

Lemma 2.6. Olkoon S puoliryhmd, olkoon e € E(S) ja olkoon x € S.
Tdlloin seuraaval vditieet ovat ekvivalentteja.
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a) x € He)
b) xe = x ja on olemassa sellainen y € S, ettd ye =y ja xy = yx = e.

¢) ex = x ja on olemassa sellainen y € S, eltd ey =y ja xy = yx = e.

Todistus. a) = b) Olkoon = € H(e) ja e € E(S). Télloin e on joukon H (e)
identiteetti, joten xe = x. Koska H(e) on ryhmé, niin on olemassa jokin
y € S siten, ettd ye = y ja xy = yr = e.

b) = a) Olkoon G = {z € S | ze = x ja on olemassa sellainen y €
S, ettd ye =y ja xy = yx = e}. Jotta x kuuluisi joukkoon H(e), niin taytyy
osoittaa, ettd G on ryhmé, jonka identiteetti on e. Olkoon z, z € G. Téll6in
(xz)e = x(ze) = xz. Valitaan sellaisety,w € S, ettd ye = y, we = w,
yr = xy = e ja wz = zw = e. Talloin (wy)e = w(ye) = wy ja (zz)(wy) =
z(zw)y = (ze)y = 2y = e = wz = (we)z = w(yx)z = (wy)(xz). Niin ollen
xz € (G, joten G on suljettu.

Koska e on joukon G oikea identiteetti, niin tiytyy osoittaa, ettd jokaisella
joukon G alkiolla on oikea e-kdidnteisalkio joukossa G. Olkoon z € G ja
valitaan sellainen y € G, ettd ye = y ja yr = xy = e. Néiin ollen G on ryhmi,
jonka kiidinteisalkio on e, ja z € H(e).

a) = ¢) Olkoon z € H(e) ja e € E(S). Talloin e on joukon H(e) identi-
teetti, joten ex = . Koska H(e) on ryhmé, niin on jokaiselle alkiolle x € H(e)
on olemassa sellainen y € H(e), ettd ey = y ja xy = yxr = e.

¢) = a) Olkoon G = {z € S | ex = x ja on olemassa sellainen y €
S, ettd zy = yx = e}. Jotta x olisi joukon H(e) alkio, tdytyy osoittaa, ettd
G on ryhmé, jonka identiteetti on e. Olkoon z, z € G. Télloin e(xz) = (ex)z.
Valitaan sellaiset y,w € S, ettd ey =y, ew = w, vy = yr =€ ja wz = 2w =
e. Talloin e(wy) = (ew)y = wy ja (zz)(wy) = z(zw)y = z(ey) = ey = e =
wz = w(ez) = w(yr)z = (wy)(zz). Niin ollen xz € G, joten G on suljettu.

Koska e on joukon G vasen identiteetti, niin taytyy osoittaa, etté jokaisella
joukon G alkiolla on vasen e-kddnteisalkio joukossa G. Olkoon x € G ja
valitaan sellainen y € G, ettd ey = y ja vy = yx = e. Eli G on ryhmi, jonka
kidnteisalkio on e ja néin ollen x € H(e). O

Esimerkki 2.7. Olkoon X miké tahansa joukko. T&ll6in parin (X, o) idem-
potentteja ovat funktiot f € Xy, joilla on ominaisuus f(x) = x kaikilla

x € fIX].

Maiaritelma 2.8. Olkoon S identiteetin sisdltava vapaa puoliryhmé aakkos-
tossa A x {1,—1} ja olkoon

G = {g € 5| ei ole olemassa alkion g méérittelyjoukon alkioita t ja ¢t + 1,
a€A ja i€ {17 _1}a JOIHe g(t) = (avi) ja g(t + ]') = (a’7 _Z)}
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Annetuille f,g € G\ {0}, joiden médrittelyjoukot ovat

f:4{0,1,...,n—1} ja
g: {0,1,...,m—1},

médritellddn f - g = fTg, ellei ole olemassa a € A ja i € {1,—1}, joilla
F(n—1) = (a,) ja g(0) = (a, ).

Jos néin on, niin valitaan sellainen suurin k£ € N, ettd kaikille ¢t € {1,2,... k}
on olemassa sellaiset b € A ja j € {1,—1}, ettd f(n—t) = (b,j) jag(t—1) =
(b,—j). Jos k =m = n, niin f-g = 0. Muuten alkion f - g mairittelyjoukko
on {0,1,...,n+m — 2k — 1} ja kaikille t € {1,2,...,n+m — 2k — 1}.

f(@) kain t <n—k
gt +2k—n) kunt>n—k

(f-9)®) :{

Télloin (G, -) on aakkoston A generoima vapaa ryhmd.

Joukko G ylla mééritellylla operaatiolla on ryhma.

Tavallisesti kirjoitetaan (a, 1) tilalla a ja (a,—1) tilalla a~'. Jos otetaan
esimerkiksi sana ab~'b~ta"ta~1bb, voidaan se kirjoittaa muodossa ab—2a2b%.
Nyt myos esimerkiksi (ab—2a=2b%) - (b~2a®b™*) = ab—3ab™.

3 Yhden alkion potenssit

Olkoon x jokin joukon S alkio. Maaritellaan 2" € S, kaikilla n € N, induktii-
visesti. Aloitetaan siitd, ettd 2! = x ja 2" = za™, kun 2™ on jo miiritelty.
Myés z"z™ = "™, kaikilla m,n € N. Néin ollen joukko {z" | n € N} on
puoliryvhmin S kommutatiivinen alipuoliryhmé. Jos tdma alipuoliryhméa on
adrellinen, niin sanotaan, ettd alkioilla x on ddrellinen jdrjestys, ja ddaretin
jarjestys, jos alipuoliryhmé on aareton.

Jos joukossa S on identiteetti e, voidaan médritelld 2° kaikilla x € S
siten, ettd 2° = e. Jos alkiolla  on kéifinteisalkio joukossa S, merkitdin sit
7! ja méadritelliin " kaikilla n € N siten, ettd =" = (z7)". Jos alkiolla
x on kianteisalkio, niin x™z™ = 2™ kaikilla m,n € Z. Taten {2" | n € Z}
muodostaa puoliryhmén S aliryhmaén.

Lause 3.1. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon alkioilla x € S ddretén jirjestys.
Talloin joukon S alipuoliryhma T = {z™ | n € N} on isomorfinen joukkoon
(N, +).

Todistus. Taytyy osoittaa, ettd on olemassa bijektiokuvaus f: (N,+) — 7.
Kuvaus f(n) = 2" on surjektiivinen homomorfismi, silli f (m + n) = 2™ =
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x™a™. Taytyy vield osoittaa, ettd kuvaus on injektio. Oletetaan, ettd 2™ = ™
joillakin m,n € N ja m < n. Talloin 2"~ on alkion =™ identiteetti, silld
VL™ = g = g — 2™ joten myds 22" ™) | missd ¢ on mikd tahansa
positiivinen kokonaisluku, on alkion ™ identiteetti. Oletetaan, etti s on miké
tahansa sellainen kokonaisluku, ettd s > m. Voidaan kirjoittaa s —m = q(n—
m)+r, missé ¢ ja r ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja ja r < (n—m). Talloin
2t = ptTMg™ = anTmATgm = grp™ THstd seuraa, ettd {x° | s > m} on
adrellinen ja taten myos T on ddrellinen. TAma on ristiriidassa oletuksen, etta
x:114 on Adretdn jarjestys, kanssa. Néin ollen kuvaus on injektio ja T = N. [J

Lause 3.2. Jokainen ddrellinen puoliryhmd S sisdltdd idempotentin.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla joukon S alkioiden lukumé&irin suh-
teen.

i) Alkuaskel: Olkoon S = {z}, eli joukossa S on yksi alkio. Koska S on
puoliryhmaé, niin xz € S, joten xx = z. Eli x on joukon .S idempotentti.

ii) Induktio-oletus: Viite pitee, kun puoliryhméssi on vihemmaén alkioita,
kuin puoliryhmissa S.
Induktioviite: Viite péatee puoliryhmalle S.

Valitaan mikd tahansa x € S. Koska puoliryhmé S on #érellinen, on
olemassa jotkin sellaiset positiiviset kokonaisluvut m ja n, ettd 2 = 2"
jam < n. Talloin 2" ™a™ = 2™ = ™. Tarkastellaan joukon S alipuo-
liryhméa {y € S | 2" "y = y}. Jos tdmé alipuoliryhmé on koko joukko
S, niin 2”7 € S, joten ™™ on idempotentti. Jos alipuoliryhméssi
on vihemman alkioita, kuin puoliryhméissi S, niin induktio-oletuksen
nojalla se sisiltdd idempotentin.

]

4 Ideaalit

Olkoon A ja B puoliryhmén S osajoukkoja. Nyt AB tarkoittaa joukkoa
{ab|a € Ajabe B}.

Maaritelmi 4.1. Olkoon S puoliryhma.

a) L on joukon S wasen ideaali, jos ja vain jos ) # L C S ja SL C L.

b) R on joukon S oikea ideaali, jos ja vain jos ) # R C S ja RS C R.
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¢) I on joukon S ideaali, jos ja vain jos I on joukon S sekd oikea, ettd
vasen ideaali.

Joukon S aidoksi ideaaliksi kutsutaan sellaista ideaalia I, ettd I # S.
Maaritelmé 4.2. Olkoon S puoliryhma.

a) L on jouokon S minimaalinen vasen ideaali, jos ja vain jos L on joukon
S vasen ideaali ja aina, kun J on joukon S vasen ideaali ja J C L, niin
J = L.

b) R on joukon S minimaalinen oikea ideaali, jos ja vain jos R on joukon
S oikea ideaali ja aina, kun .J on joukon .S oikea ideaali ja J C R, niin
J=R.

¢) S on wvasen yksinkertainen puoliryhmd, jos ja vain jos S on joukon S
minimaalinen vasen ideaali.

d) S on oikea yksinkertainen puoliryhmda, jos ja vain jos S on joukon S
minimaalinen oikea ideaali.

e) S on yksinkertainen puoliryhmd, jos ja vain jos S on joukon S ainut
ideaali.

Minimaalista ideaalia ei mééritelld. Alla olevan Lemman 4.5 seurauksena
niahdaan, ettd puoliryhméssa voi olla vain yksi minimaalinen kaksipuolinen
ideaali. Nimitysta pienin ideaali kiytetdan, kun viitataan ideaaliin, joka ei
sisalld muita ideaaleja.

Nyt siis S on vasen yksinkertainen puoliryhmé, jos ja vain jos silld ei ole
vasempia aitoja ideaaleja. Samoin S on oikea yksinkertainen puoliryhmaé, jos
silla ei ole oikeita aitoja ideaaleja.

Puoliryhmésséi ei vilttaméatta ole yhtddn minimaalista oikeaa tai vasenta
ideaalia eiké pieninté ideaalia. Esimerkiksi puoliryhmé (N, +) ei néité sisél-
l1&. Puoliryhmaélld voi kuitenkin ollan useampi minimaalinen oikea tai vasen
ideaali. Esimerkiksi vasemman nollapuoliryvhmén L ja oikean nollapuoliryh-
mén R Karteesisessa tulossa L x R jokainen muotoa L x {b} oleva joukko
on minimaalinen vasen ideaali ja jokainen muotoa {a} x R oleva joukko on
minimaalinen oikea ideaali.

Esimerkki 4.3. Olkoon S = {a,b,c,d}, missé a,b, ¢ ja d ovat mitd tahan-
sa eri alkioita ja olkoon joukolla S seuraava taulukko operaation - suhteen.
Téalloin S on yksinkertainen puoliryhmé, mutta se ei ole oikea eikd vasen yk-
sinkertainen puoliryhma.
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alb|lc|d
ala|blalb
bla|blal|b
cleld|cl|d
dlc|d]|cl|d

Taulukosta ndhdéan, ettd joukon S operaatio on bindirinen, koska operaatio
minké tahansa kahden alkion vililla tuottaa jonkin joukon S alkion. Operaa-
tio on my0s assosiatiivinen, mutta sen osoittaminen vaatisi 128 laskutoimi-
tusta. Tutkitaan 3 x 3 matriisien muodostamaa puoliryhméi S, missa

1 10 1 11 0 00 0 00
a= 10 0 Of,b=10 0 O|l,c=1(1 1 0|,d=1|1 1 1
0 00 000 000 0 00

avulla. Huomataan, ettd {a,b} ja {c,d} ovat joukon S oikeita ideaaleja ja
{a,c} ja {b,d} ovat joukon S vasempia ideaaleja. Niin ollen S ei ole mini-
maalisin oikea eikd minimaalinen vasen ideaali.

Esimerkki 4.4. Olkoon S joukko matsiiseja, jotka ovat muotoa
z 0 -
L/ 11 , missé z,y € [0, 00].

Matriisin kertolaskun suhteen S on yksinkertainen puoliryhmé, mutta ei va-
sen eiké oikea yksinkertainen puoliryhma.
Tarkastellaan esimerkiksi joukon S osajoukkoa L, missd on ehto y > 1.

Olkoon Bl ﬂ € S ja olkoon BQ (1)] € L. Talloin
1 2

T1 0 ) i) 0 o T1X2 0
yr 1] |y 1 Y12 +y2 1|7
T1T9 0

Nyt koska y1 29 4+ yo > 0, niin
y Y12 T Y2 {yleryz 1

} € L, joten L on joukon S vasen

ideaali.
Tarkastellaan esimerkiksi joukon S osajoukkoa R, missi on ehto y > 2x.

Olkoon lﬂh ﬂ € S ja olkoon {xz (1)] € R. Talloin

hn Y2
T 0 ) Ty 0 . Tol1 0
ya 1 vy 1 Yor1+y1 1|
Nyt koska yoz1 + y2 > 22921 + yo > 2(x9xq), niin T2t 0 € R, joten
’ Yyor1 +y2 1 ’

R on joukon S oikea ideaali.
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Lemma 4.5. Olkoon S puoliryhmd.

a) Olkoon Ly ja Ly joukon S vasempia ideaaleja. Tdlloin LiN Ly on joukon
S wasen ideaali, jos ja vain jos Ly N Ly # (.

b) Olkoon L joukon S wvasen ideaali ja olkoon R joukon S oikea ideaali.
Tdlloin LN R # ().

Todistus. a) ”=" Olkoon L; N Ly joukon S vasen ideaali. Ideaalin méaritel-
mén mukaan L; N Ly # ().
7<" Olkoon L; N Ly # (). Olkoon x € Ly N Lo. Koska L; ja L, ovat joukon
S vasempia ideaaleja, niin Sx C Ly ja Sz C Lo, joten Sx C L N L. Néin
ollen L1 N Ly on joukon S vasen ideaali.

b) Olkoon = € L ja olkoon y € R. T&llin ideaalin médritelmdn mukaan
yr € L, koska x € L ja yr € R, koska y € R. Eli yr € L N R, joten
LNR#0. O

Lemma 4.6. Olkoon S puoliryhmd.

a) Olkoon x € S. Tdlldin xS on oikea ideaali, Sz on vasen ideaali ja SxS
on ideaals.

b) Olkoon e € E(S). Talldin e on joukon eS vasen identiteetti, joukon Se
otkea identiteetti ja joukon eSe identiteetts.

Todistus. a) Olkoon z € S. Koska S on puoliryhmé, niin (25)S = x(5S) C
xS. Néin ollen 25 on oikea ideaali.

Olkoon = € S. Koska S on puoliryhméi, niin S(Sz) = (SS)x C Sz. Néin
ollen Sz on on vasen ideaali.

Olkoon z € S. Koska S on puoliryhmé, niin S(SzS) = (SS)xS C SxS
ja (SxS)S = Sz (SS) C SzS, joten SzS on ideaali.

b) Olkoon e € E(S). Olkoon z € eS ja valitaan sellainen t € S, ettd
x = et. Télloin ex = e(et) = (ee)t = et = x. Joten e on joukon eS vasen
identiteetti.

Olkoon e € E(S). Olkoon = € Se ja valitaan sellainen t € S, ettd x = te.
Télloin ze = (te)e = t(ee) = te = x, joten e on joukon Se oikea identiteetti.

Olkoon e € E(S) jaolkoon = € eSe. Valitaan sellainen t € S, ettd x = ete.
Télloin ex = e(ete) = (ee)te = ete = x ja xe = (ete)e = et(ee) = ete = x,
joten e on joukon eSe identiteetti. O

Lause 4.7. Olkoon S puoliryhmd.

a) S on vasen yksinkertainen, jos ja vain jos Sx = S kaikilla x € S.
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b) S on oikea yksinkertainen, jos ja vain jos xS = S kaikilla x € S.
c) S on yksinkertainen, jos ja vain jos SxS = S kaikilla x € S.

Todistus. a) ”=" Olkoon S vasen yksinkertainen ja olkoon z € S. Lemman
4.6 a)-kohdan nojalla Sz on vasen ideaali, joten koska Sz C S, niin Sz = S.
<" Olkoon Sz = S kaikilla x € S. Olkoon L joukon S vasen ideaali ja
olkoon = € L, joten Sz C L. Kuitenkin L C S = Sz, joten L = S ja niin
ollen S on vasen yksinkertainen.

b) =" Olkoon S oikea yksinkertainen ja olkoon z € S. Lemman 4.6 a)-
kohdan nojalla xS on oikea ideaali, joten koska xS C S, niin S = S.
<" Olkoon xS = S kaikilla x € S. Olkoon R joukon S oikea ideaali ja
olkoon x € R, joten xS C R. Kuitenkin R C S = 25, joten R = S ja niin
ollen S on oikea yksinkertainen.

¢) =" Olkoon S yksinkertainen ja olkoon x € S. Lemman 4.6 a)-kohdan
nojalla SxS on ideaali, joten koska SxS C S, niin Sz5 = S.
7<" Olkoon SxS = S kaikilla x € S. Olkoon [ joukon S ideaali ja olkoon
x € I, joten SxS C I. Kuitenkin I C S = Sz, joten I = S ja néin ollen S
on yksinkertainen. O]

Lause 4.8. Olkoon S puoliryhmd.

a) Jos S on wvasen yksinkertainen puoliryhmd ja e € E(S), niin e on
joukon S oikea identiteetti.

b) Jos L on joukon S wvasen ideaali ja s € L, niin Ss C L.

¢) Olkoon () # L C S. Tdlloin L on joukon S minimaalinen vasen ideaali,
jos ja vain jos Ss = L, kaikilla s € L.

Todistus. a) Lemman 4.6 a)-kohdan nojalla, koska e € S, niin Se on joukon
S vasen ideaali, joten Se = S. Néin ollen Lemman 4.6 b)-kohdan mukaan, e
on joukon S oikea ideaali.

b) Tama seuraa suoraan vasemman ideaalin mééritelmésta.

¢) 7=" Olkoon () # L C S, olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali
ja olkoon s € L. Talloin Lemman 4.6 a)-kohdan mukaan Ss on joukon S
vasen ideaali ja b)-kohdan mukaan Ss C L, joten koska L on minimaalinen,
niin Ss = L.
7<"” Olkoon Ss = L jollakin s € L, joten L on joukon S vasen ideaali.
Olkoon J C L joukon S vasen ideaali ja valitaan s € J. b)-kohdan nojalla
Ss C J, joten J C L = 5Ss C J, joten J = L ja néin ollen L on joukon S
minimaalinen vasen ideaali. O

Maaritelmé 4.9. Olkoon S puoliryhma.
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a) Joukon S pienintd ideaalia, joka siséltad alkion x € S, kutsutaan alkion
x generoimaksi padideaaliksi.

b) Joukon S pieninté vasenta ideaalia, joka sisiltdd alkion x € S, kutsu-
taan alkion x generoimaksi vasemmaksi padideaaliksi.

¢) Joukon S pieninté oikeaa ideaalia, joka siséltaa alkion « € S, kutsutaan
alkion x generoimaksi oikeaks: padideaaliksi.

Lause 4.10. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon x € S.
a) Alkion x generoima pddideaali on SxS U Sz U xS U {z}.

b) Jos joukossa S on identiteetti, niin alkion x generoima pddideaali on

SxS.

¢) Alkion x generoima vasen padideaali on SxU{zx} ja alkion x generoima
oikea padideaali on xS U {z}.

Todistus. a) Olkoon I joukon S alkion z generoima padideaali. Télloin x € I,
xS C I, Sx C I ja SxzS C I, joten SzS U Sx U xS U {z} C I. Taytyy
osoittaa, ettd SxSU Sz UxS U {x} on ideaali. Olkoon s,t € S jotkin joukon
S alkiot, joten tx € Sz, xt € xS ja szt € SxS. Télléin S(tx) = (St)z C Sx,
koska St C S, (tx)S = teS C SxS, (2t)S = z(tS) € x5, koska tS C S,
S(zt) = Sxt C SxS, S(sxt) = (Ss)at C SxS, koska Ss C S, ja (sxt)S =
sz(tS) C SxS, koska tS C S. Niin ollen S(Sx) C SzS U Sz U xS U {z},
(Sx)S C SzSuUSxUzSU{x}, S(xS) C SxSUSzUxSU{z}, (x5)S C SzSU
SzUzSU{x}, S(SzS) C SzSUSxUxSU{z}ja (SxS)S C SxSUSxUxSU{x},
joten SzSUSzUxSU{x} on ideaali, ja koska I on pienin alkion z siséltdvi
ideaali, niin [ = SxSU Sz UxSU {x}.

b) Olkoon e € S joukon S identiteetti. a)-kohdan mukaan joukon S alkion
x generoima péadideaali on SzS U Sx U xS U {z}. Koska nyt joukossa S on
identiteetti, niin S = exS C SxS, Sx = Sxe C SxS ja x = exe C SxS5,
joten alkion = generoima péadideaali on Sz.S.

¢) Olkoon L joukon S alkion x generoima vasen péadideaali. Télloin Sx U
{z} € L. Olkoon t € 5, joten tx,x € Sx U {x}. Talloin S(tz) = (St)x C
Sz U{x}, koska St C S, ja Sz C Sz U{z}, joten Sz U {z} on vasen ideaali.
Koska L on pienin alkion x siséltévi vasen ideaali, niin L = Sz U {z}.
Olkoon R joukon S alkion x generoima oikea padideaali. Talloin S U {x} C
R. Olkoon t € S, joten zt,x € S U {z}. Talléin (zt)S = x(tS) C =S U {z},
koska tS C S, ja S C xS U {z}, joten 25 U {x} on oikea ideaali. Koska R
on pienin alkion x sisiltavé oikea ideaali, niin R = xS U {x}. O
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5 Idempotenttien jirjestys

Méiritelméd 5.1. Olkoon S puoliryhmé ja e, f € E(.S). Télloin
a) e <y f,jos ja vain jos e = ef,
b) e <g f, jos ja vain jos e = fe ja
c) e < f,jos ja vain jos e = ef = fe.

Huomautus 5.2. Olkoon S puoliryhmé. Talloin <j ja <g ja < ovat transi-
tiivisia ja refleksiivisiii relaatioita joukossa E/(.S). Lisaksi < on antisymmet-
rinen.

Kun sanotaan, ettd e on minimaalinen relaation < suhteen joukossa B,
tarkoitetaan, etté jos f € Bja f < e, niin e < f. (Jos = on antisymmetrinen,
niin tésta seuraa, ettd e = f.)

Lause 5.3. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon e € E(S). Seuraavat vditteet ovat
ekvivalentteja.

a) Alkio e on minimaalinen jarjestyksen < suhteen.
b) Alkio e on minimaalinen jdrjestyksen <g suhteen.

¢) Alkio e on minimaalinen jarjestyksen < suhteen.

Todistus. a) = b) Olkoon e minimaalinen jarjestyksen < suhteen ja olkoon
J <ne. Olkoon g = fe. Tillsin gg = (fe)(fe) = f(ef)e = (ff)e = fe =g,
joten g € E(S). Nyt myos g = fe = (ef)e, joten eg = e((ef)e) = (ee)(fe) =
e(fe) = (ef)e = g = (ef)e = (ef)(ee) = ((ef)e)e = ge. Niin ollen g < e,
joten g = e alkion e minimaalisuuden nojalla. Néin ollen e = fe, joten
e <gr f. Eli e on minimaalinen jirjestyksen <p suhteen.

a) = c¢) Olkoon e minimaalinen jirjestyksen < suhteen ja olkoon f < e.
Olkoon g = ef. Talloin gg = (ef)(ef) = e(fe)f = (ee)f = ef = g, joten
g € E(S). Nyt myos g = ef = e(fe), joten eg = e(e(fe)) = (ee)(fe) =
e(fe) = g = e(fe) = (e(fe))e = (ef)(ee) = (e(fe))e = ge. Néin ollen
g < e, joten alkion e minimaalisuuden nojalla ¢ = e. Néin ollen e = ef, joten
e <y, f. Eli e on minimaalinen jarjestyksen <; suhteen.

b) = a) Olkoon e minimaalinen jirjestyksen <p suhteen ja olkoon f < e.
Talloin f = ef, joten f <g e ja alkion e minimaalisuuden nojalla e <g f.
Talloin e = fe = f, joten e < f ja e on minimaalinen jirjestyksen < suhteen.

¢) = a) Olkoon e minimaalinen jéarjestyksen <, suhteen ja olkoon f < e.
Talloin f = fe, joten f <; e ja alkion e minimaalisuuden nojalla e <; f.
Talléin e = fe = f, joten e < f ja e on minimaalinen jarjestyksen <
suhteen. 0
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Lauseen 5.3 seurauksena voidaan tehda seuraava méaaritelma.

Maaritelma 5.4. Olkoon S puoliryhmé. Tall6in e on minimaalinen idem-
potentti, jos ja vain jos e € E(5) ja e on minimaalinen mink4 tahansa jérjes-
tyksen, <, <p tai <g, suhteen.

Lause 5.5. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon e € E(S).

a) Jos e on jonkin minimaalisen vasemman ideaalin jisen, niin e on mi-
nimaalinen idempotentls.

b) Jos S on yksinkertainen puoliryhmd ja e on minimaalinen, niin Se on
minimaalinen vasen ideaals.

¢) Jos jokainen joukon S vasen ideaali sisdltdd idempotentin ja e on mi-
nimaalinen, niin Se on minimaalinen vasen ideaali.

d) Jos S on yksinkertainen puoliryhmd tai jokainen joukon S vasen ideaali
sisdltdd idempotentin, seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.

i) e on minimaalinen.
i) e on jonkin joukon S minimaalisen vasemman ideaalin jisen.

iii) Se on joukon S minimaalinen vasen ideaali.

Todistus. a) Olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali ja olkoon e € L.
Télloin L = Se. Olkoon f € E(S5), jolle f <e. Télloin f = fe, joten f € L.
Nyt lauseen 4.8 c¢)-kohdan nojalla L = Sf, joten e € Sf ja lemman 4.6 b)-
kohdan nojalla f on joukon Sf oikea identiteetti, eli e = ef = f = fe. Nain
ollen e < f ja e on minimaalinen idempotentti.

b) Olkoon L sellainen joukon S vasen ideaali, ettd L C Se. Téytyy osoit-
taa, ettd Se C L. Valitaan jokin s € L. Télldin s € Se ja lemman 4.6 b)-
kohdan nojalla s = se. Koska S on yksinkertainen, niin myds SsS = S,
joten valitaan u,v € S siten, ettd e = wvsu. Olkoon r = eue ja olkoon
t = ev. Talloin tsr = (ev)s(eue) = (ev)(se)(ue) = e(vsu)e = eee = ee = e
ja er = e(eue) = (ee)(ue) = eue = r. Olkoon f = rts. Télloin ff =
(rts)(rts) = r(tsr)ts = rets = re(ev)s = r(ee)vs = r(ev)s = rts = f, jo-
ten f € E(5). Nyt myds fe = (rts)e = rt(se) = rts = f ja ef = e(rts) =
(er)ts = rts = f, joten f < e ja koska e on minimaalinen, niin f = e. Niin
ollen Se = Sf = Srts C Ss C L. Eli Se on minimaalinen vasen ideaali.

¢) Olkoon L sellainen joukon S vasen ideaali, ettd L C Se. Osoitetaan,
ettd e € L, jolloin Se C L ja néin ollen Se = L. Valitaan idempotentti t € L,
ja olkoon f = et. Talloin f € L. Koska t € Se, niin ¢t = te. Néin ollen
f =et =ete, joten ff = (et)(et) = e(te)t = ett = et = f, joten f € E(S5).
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Nyt myos ef = e(ete) = (ee)te = ete = f ja fe = (ete)e = et(ee) = ete = f,
joten f < e ja koska e on minimaalinen, niin f = e. Néin ollen e € L, joten
L = Se ja Se on minimaalinen vasen ideaali.

d) i) = ii) Tdméi seuraa suoraan kohdista b) ja c).

i1) = i11) TAm4 seuraa suoraan c)-kohdasta.

i7i) = 1) TAmi seuraa suoraan a)-kohdasta. O

Lause 5.5 pitee myos vastaaville oikeille ideaaleille.

Lause 5.6. Olkoon S puoliryhmd. Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.
a) S on peruultava ja yksinkertainen puoliryhmd, ja E(S) # 0.
b) S on sekd oikea, ettd vasen yksinkertainen puoliryhmd.
¢) Kaikilla a,b € S, yhtaldilld ax = b ja ya = b on ratkaisut z,y € S.
d) S on ryhmd.

Todistus. a) = b) Valitaan idempotentti e joukosta S. Osoitetaan ensin, etta
e on joukon S kaksipuolinen identiteetti. Olkoon x € S. Télldin ex = eex,
joten vasemmalla mitatodinnilla saadaan x = ex. Samalla tavalla ze = zee,
joten oikealla mitdtoinnilla saadaan x = ze. Olkoon L joukon S vasen ideaali.
Talloin LS on joukon S ideaali, joten koska S on yksinkertainen, niin LS = S.
Téaten voidaan valita t € L ja s € S siten, ettd e = ts. Talloin sts = se =
s = es. Oikealla mitdtoinnilla saadaan st = e. Néin ollen e € L ja siten
S =S5LC L.Eli L=.S5 janiin ollen S on vasen yksinkertainen puoliryhma.
Oikean yksinkertaisen puoliryvhméin tapaus osoitetaan samalla tavalla.

b) = ¢) Olkoon a,b € S. Tall6in aS on oikea ideaali, joten koska S on
oikea yksinkertainen puoliryhmé, niin @S = S. Néin ollen on olemassa jokin
x € S siten, ettd ar = b. Nyt Sa on vasen ideaali, joten koska S on vasen
yksinkertainen puoliryhmé, niin Sa = S. Néin ollen on olemassa jokin y € S
siten, ettd ya = b.

¢) = d) Valitaan sellaiset a,e € S, ettd ea = a. Osoitetaan, ettd e on
joukon S vasen identiteetti. Olkoon b € S. Osoitetaan, ettd eb = b. Valitaan
sellainen y € S, ettd ay = b. Télloin eb = e(ay) = (ea)y = ay = b. Eli e on
joukon S vasen identiteetti.

Nyt mille tahansa z € S on olemassa sellainen y € S, ettd yr = e, joten
jokaisella joukon S alkiolla on vasen e-kddnteisalkio.

d) = a) Koska S on ryhmé, niin se on my6s peruuttava ja E(S) # 0. Ol-
koon I joukon S ideaali. Valitaan x € I. Olkoon y € S alkion x kdénteisalkio,
eli zy =yr =e. Nyt zy € I, joten I = S. O]
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Lause 5.7. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon e sellainen joukon S vasen iden-
titeetti, ettd kaikille x € S on olemassa sellainen y € S, ettd xy = e. Olkoon
Y = E(S) ja G = Se. Tdlloin'Y on oikea nollapuoliryhmd, G on ryhmd ja
S=GY =GxY.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd
kaikilla z € Y ja kaikilla y € S, xy = v. ()

Olkoon = € Y ja y € S annettu. Valitaan sellainen z € S, ettd xz = e. Tél-
16in xe = xxz = xz = e. Néin ollen zy = z(ey) = (ze)y = ey = v.

Tésté seuraa, ettd kaikilla z,y € Y, 2y = y ja Y # (), koska e € Y. Jotta
nahtéisiin, ettd Y on oikea nollapuoliryhma, on osoitettava, ettd se on puoli-
ryhmé, eli joukon Y tulee olla suljettu. TAmé& seuraa myos (*):sta, koska jos
r,y€Y,ninxy=yeyY.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd G = Se on ryhmé. Lemman 4.6 b)-kohdan
nojalla e on joukon G oikea identiteetti. Jokaisella joukon S alkiolla on
oikea e-kiddnteisalkio joukossa S, joten jokaisella joukon G alkiolla on oi-
kea e-kddnteisalkio joukossa S. Lauseen 1.12 nojalla tdytyy osoittaa, ettéd
jokaisella joukon G alkiolla on oikea e-kidnteisalkio joukossa G. Olkoon
x € G annettu ja valitaan y € S siten, ettd xy = e. Talldin ye € G
ja rye = ee = e, joten ye on alkion x oikea e-kdidnteisalkio. Koska myos
GG = SeSe C §SSe C Se = G, niin G on ryhma.

Osoitetaan sitten, ettd joukot S ja G x Y ovat isomorfisia. Maaritellaan
sellainen kuvaus p: G x Y — 5, ettd ¢(g,y) = gy. Osoitetaan ensin, ettd ¢
on homomorfismi, joten olkoon (g1, 41), (g2, y2) € G x Y. Télloin

©(g1,91)¢(92, y2) = (9191)(922)
= 91(1192)y2
= 91922 (%) : y192 = 92)
= (9192)(v1y2)  ((%) : y2 = y1y2)
= (9192, Y192),

joten ¢ on homomorfismi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ¢ on surjektio. Olkoon s € S annettu. Téal-
16in se € Se = G, ja néin ollen on olemassa sellainen x € Se, ettid z(se) =
(se)r =e. Nyt xs € Y, koska

(xs)(zs) = zs(ex)s (x € G, joten x = ex)
= z((se)x)s
= (ze)s
= s (x € G, joten ze = x).
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Néin ollen (se,zs) € G x Y ja p(se,xs) = (se)(xs) = ((se)x)s = es = s,
joten ¢ on surjektio ja sen vuoksi S = GY.

Osoitetaan vield, ettd ¢ on injektio. Olkoon (g,y) € G x Y ja olkoon s =
©(g,y). Osoitetaan, ettd g = se jay = xs, missd x on alkion se yksikésitteinen
kdanteisalkio joukossa Se. Nyt s = gy, joten

se = gye
=ge  ((¥):ye=y)
=g (koska g € Se).

Myds
s = 1qy
=xgyey (ye €Y, joten (x) : yey = y)
= xsey
=ey (xs €Y, joten xsey = ey)

Niin ollen ¢ on injektio. Koska ¢ on homomorfismi ja bijektio, ovat joukot
G x Y ja S isomorfiset, eli S =2 G x Y. H

Seuraus 5.8. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd joukossa S on yksikd-
sitteinen vasen identiteetti e ja jokaisella joukon S alkiolla on oikea kidnteis-
alkio. Tdlléin S on ryhmd.

Todistus. Olkoon e joukon S yksikisitteinen vasen identiteetti. Talloin e €
E(S) =Y, koska ee = e. Koska jokaisella joukon S alkiolla on oikea kddn-
teisalkio, niin Lauseen 5.7 (%) mukaan xs = s kaikilla s € S ja z € Y.
Koska e on yksikésitteinen vasen identiteetti, niin Y = {e}. Néin ollen
S =GY = Ge = See = Se = G on ryhma. O

6 Minimaaliset vasemmat ideaalit

Téssa kappaleessa huomataan, ettd moni tarpeellinen tulos seuraa minimaa-
listen vasempien (tai oikeiden) ideaalien olemassaolosta, varsinkin jos ne si-
saltdavat idempotentin.

Lause 6.1. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali L, jossa on idempotentti e. Tdlloin L = XG =
X x G, missa X on joukon L idempotenttien muodostama (vasen nolla)
puoliryhmd, ja G = el = eSe on ryhmd.
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Todistus. Olkoon x € L. Talloin Lz on joukon S vasen ideaali, koska SLx C
Lz, ja Lz C L, joten koska L on minimaalinen, niin Lz = L, ja néin ollen on
olemassa sellainen y € L, ettd yxr = e. Nyt e on jouokon Le = L oikea iden-
titeetti. Taten Lause 5.7 pétee vasen-oikea vaihdoilla, kun korvataan joukko
S joukolla L. ]

Lemma 6.2. Olkoon S puoliryhmd, olkoon L joukon S vasen ideaali ja ol-
koon T joukon L vasen ideaals.

a) Kaikilla t € T, Lt on joukon S vasen ideaali ja Lt CT.
b) Jos L on joukon S minimaalinen vasen ideaali, niin T = L.

¢) Jos T on joukon L minimaalinen vasen ideaali, niin T on joukon S
minimaalinen vasen ideaals.

Todistus. a) Koska L on joukon S vasen ideaali, niin S(Lt) = (SL)t C Lt,
joten Lt on joukon S vasen ideaali. Nyt myos koska T on joukon L vasen
ideaali, niin Lt C LT CT.

b) Valitaan miké tahansa ¢ € T'. a)-kohdan nojalla Lt on joukon S vasen
ideaali ja Lt C T C L, joten koska L on minimaalinen ideaali, niin Lt = L,
joten T'= L.

c¢) Valitaan miké tahansa ¢ € T. a)-kohdan nojalla Lt on joukon S vasen
ideaali, joten Lt on joukon L vasen ideaali. Koska Lt C T', niin Lt = T. Nain
ollen ST = S(Lt) = (SL)t C Lt = T, joten T on joukon S vasen ideaali.
Olkoon J sellainen joukon S vasen ideaali, ettd J C T'. Tall6in J on joukon
L vasen ideaali, joten J = T'. Néin ollen T" on joukon S minimaalinen vasen
ideaali. O

Lemman 6.2 seurauksena, jos L on joukon S vasen ideaali ja T" joukon L
vasen ideaali ja joko L on minimaalinen joukossa S tai 7' on minimaalinen
joukossa L, niin T on joukon S vasen ideaali. Tamé péatee myos oikeille
ideaaleille. Seuraavasta esimerkistd huomataan, etté ilman tiettyja oletuksia
joukko T ei ole joukon S oikea ideaali.

Esimerkki 6.3. Olkoon X = {0,1,2} ja olkoon S = Xx. Olkoon R =
{f € S| alkion f arvojoukko on {0,1}} ja olkoon T" = {0,a}, missi 0 on
vakiofunktio ja a: 0 +— 0, 1 — 0, 2 +— 1. Tall6in R on joukon S oikea ideaali
ja T on joukon R oikea ideaali, mutta 7" ei ole jouokon S oikea ideaali.

Lemma 6.4. Olkoon S puoliryhmd, olkoon I joukon S ideaali ja olkoon L
joukon S minimaalinen vasen ideaali. Tdlloin L C 1.
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Todistus. Olkoon x € L, joten Lauseen 4.8 ¢)-kohdan nojalla Sx = L. I on
ideaali, joten se on joukon S oikea sekd vasen ideaali. Talloin IS C I C S.
Néin ollen my6s (IS)xr C Sx = L. Nyt ISz on joukon S vasen ideaali,
koska S(1Sz) = (SI)Sx C ISz. Koska L on minimaalinen vasen ideaali, niin
ISx = L, ja koska Sx C S, niin I(Sx) C I. Néin ollen ISx =L C I. ]

Lause 6.5. Olkoon S puoliryhmd, olkoon L joukon S minimaalinen vasen
ideaali ja olkoon T C S. Talléin T on joukon S minimaalinen vasen ideaal,
jos ja vain jos on olemassa jokin sellainen a € S, ettd T' = La.

Todistus. "=" Olkoon T joukon S minimaalinen vasen ideaali. Valitaan a €
T. Télloin koska L on vasen ideaali, niin SL C L. Talléin SLa C La ja koska
L C S, niin La C ST C T, joten La on joukon S vasen ideaali. Koska T on
minimaalinen, niin La = T

7«<” Koska SLa C La =T, niin La on joukon S vasen ideaali. Oletetaan,
ettd B on joukon S vasen ideaali ja B C La. Olkoon A = {s € L | sa € B}.
Télloin A C L ja A # (). Olkoon s € A ja olkoon ¢t € S. Téalloin sa € B,
joten tsa € B ja koska s € L, ts € L, joten ts € A. Néin ollen AL = L, joten
La C B, joten La = B ja niin ollen La = T on joukon S minimaalinen vasen
ideaali. O

Seuraus 6.6. Olkoon S puoliryhmd. Jos joukossa S on minimaalinen vasen
ideaali, niin jokainen joukon S wvasen ideaali sisaltGd minimaalisen vasem-
man ideaalin.

Todistus. Olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali ja olkoon J joukon
S vasen ideaali. Valitaan a € J. Télloin Lauseen 6.5 nojalla La on minimaa-
linen vasen ideaali, joka sisdltyy joukkoon J. O

Lause 6.7. Olkoon S puoliryhmd ja e € E(S). Viitteet a-f ovat ekviva-
lentteja ja niista seuraa vdite g. Jos joko S on yksinkertainen tai jokaisella
joukon S vasemmalla ideaalilla on idempotentti, niin seuraavat vditteet ovat
ekvivalentteja.

a) Se on minimaalinen vasen ideaals.

b) Se on vasen yksinkertainen puoliryhmd.
¢) eSe on ryhmd.

d) eSe = H(e).

e) eS on minimaalinen oikea ideaali.

f) eS on oikea yksinkertainen puoliryhmd.
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g) e on minimaalinen idempotentti.

Todistus. a) = b) Koska Se on minimaalinen vasen ideaali, niin Lemman 6.3
b)-kohdan nojalla joukolla Se ei ole muita vasempia ideaaleja, kuin se itse,
joten Se on vasen yksinkertainen puoliryhma.

b) = ¢) Joukko eSe on selvisti suljettu. Lemman 4.6 nojalla e on joukon
eSe kaksipuolinen identiteetti. Olkoon z = ese € eSe. Télloin x € Se, joten
Sx on joukon Se vasen ideaali ja niin ollen Se = Sz, koska Se on vasen
vksinkertainen puoliryhmaé. Néin ollen e € Sz, joten valitaan sellainen y € S,
ettd e = yx. Talloin eye € eSe ja eyex = eyx = ee = e, joten alkiolla = on
vasen e-kidnteisalkio joukossa eSe. Néin ollen eSe on ryhma.

¢) = d) Koska eSe on ryhmé ja e € eSe, niin eSe C H(e). Nyt myos
Lauseen 2.5 nojalla e on joukon H(e) identiteetti, joten jos € H(e), niin
x = exe € eSe, joten H(e) C eSe. Néin ollen eSe = H (e).

d) = a) Olkoon L sellainen joukon S vasen ideaali, ettd L C Se ja valitaan
t € L. Talloin t € Se, joten et € eSe. Valitaan sellainen x € eSe, ettd
x(et) = e. Télloin xt = (ze)t = x(et) = e, joten e € L, joten Se C SL C L.
Néin ollen Se = L, joten Se on minimaalinen vasen ideaali.

d) = e) Olkoon R sellainen joukon S oikea ideaali, ettd R C eS. Valitaan
t € R. Télloin t € eS, joten te € eSe. Valitaan sellainen x € eSe, ettid
(te)x = e. Talloin tx = t(ex) = (te)r = e, joten e € R ja eS C RS C R.
Néin ollen eS = R, joten eS on minimaalinen oikea ideaali.

e) = f) Lemma 6.2 on voimassa myos oikeille ideaaleille, joten koska eS
on minimaalinen oikea ideaali, niin se on oikea yksinkertainen puoliryhma.

f) = ¢) eSe on suljettu. Lemman 4.6 nojalla e on joukon eSe kaksipuo-
linen identiteetti. Olkoon x = ese € eSe annettu. Nyt x € eS, joten xS on
joukon eS oikea ideaali ja niin ollen .S = eS, koska eS on oikea yksinker-
tainen puoliryhmé. Néin ollen e € eS, joten valitaan sellainen y € S, ettd
e = xy. Talloin eye € eSe ja eyex = eyxr = ee = e, joten alkiolla z on oikea
e-kidnteisalkio. Niin ollen eSe on ryhmaé.

a) = ¢g) Jos Se on minimaalinen vasen ideaali, niin Lauseen 5.5 a)-kohdan
nojalla e on minimaalinen idempotentti.

Jos S on yksinkertainen tai jokaisella joukon S vasemmalla ideaalilla on
idempotentti, niin Lauseen 5.5 d)-kohdan nojalla g) = a), joten a) — g) ovat
ekvivalentteja. O]

Lemma 6.8. Olkoon S puoliryhmd ja olkoon K joukon S ideaali. Jos K on
minimaalinen joukossa {J | J on joukon S ideaali}, ja jos I on joukon S
tdeaals, niin K C I.

Todistus. Lemman 4.5 b)-kohdan nojalla K N1 # ), joten K N I on ideaali,
joka sisdltyy joukkoon K. Koska K on minimaalinen ideaalien joukossa, niin
KnNI=K,joten K C . 0
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Termin "minimaalinen ideaali” sijasta kaytetddn "pieninta ideaalia”, koska
Lemman 6.8 nojalla puoliryhméssé voi olla vain yksi minimaalinen ideaali.

Maaritelmi 6.9. Olkoon S puoliryhmé. Jos joukossa S on pienin ideaa-
li, niin K(S) on tdmé pienin ideaali. K(S) on joukon S kaikkien ideaalien
leikkaus.

Lause 6.10. Olkoon S puoliryhmd. Jos joukossa S on minimaalinen vasen
ideaali, niin K(S) on olemassa ja

K(S) = U{L | L on joukon S minimaalinen vasen ideaali}.

Todistus. Olkoon I = |J{L | L on joukon S minimaalinen vasen ideaali}.
Lemman 6.4 mukaan jos J on joukon S miki tahansa ideaali, niin I C J,
joten riittéa todistaa, ettd I on joukon S ideaali. Oletuksen nojalla I # (), jo-
ten olkoon = € I ja olkoon s € S. Valitaan sellainen joukon S minimaalinen
vasen ideaali L, ettd x € L. Talloin sz € L C I. Lauseen 6.5 nojalla Ls on
joukon S minimaalinen vasen ideaali, joten Ls C I. Niin ollen 1.5 C I, joten
I on ideaali. Olkoon J miké tahansa joukon S ideaali ja olkoon L joukon S
minimaalinen vasen ideaali. Talloin LNJ # (), koska JL C LNJ, joten LN.J
on ideaali, ja koska L on minimaalinen, niin L = LN J. Téaten L C J ja niin
ollen K(S) = 1. O

Lemma 6.11. Olkoon S puoliryhmi.

a) Olkoon L joukon S wasen ideaali. Tdlldin L on minimaalinen, jos ja
vain jos Lr = L kaikille © € L.

b) Olkoon I joukon S ideaali. Tdlloin I on joukon S pienin ideaali, jos ja
vain jos Ixl = 1 kaikilla x € 1.

Todistus. a) "=" Olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali ja olkoon
x € S. Talloin Lx on joukon S vasen ideaali ja Lz C L, joten joukon L
minimaalisuuden nojalla Lz = L.
"<" Oletetaan, ettd Lz = L kaikilla x € L. Olkoon J sellainen joukon S
vasen ideaali, ettd J C L. Valitaan x € J. Talléin L = Lo C LJ C J C L,
joten J = L ja néin ollen L on minimaalinen.

b) ”=" Olkoon [ joukon S pienin ideaali, joten IS C I ja ST C I. Olkoon
x € I. Talloin S(Izl) = (SI)xl C Izl ja (Izl)S = [x(1S) C Izl joten
IzI on joukon S ideaali. Koska I on joukon S pienin ideaali ja [xl C I, niin
Izl =1.
7<" Olkoon IxI = I kaikilla x € I. Olkoon J sellainen joukon S ideaali, ettd
J C I. Valitaan z € J. Talloin [ = Il CIJI CIJC JCI, joten J =1
ja ndin ollen I on joukon S pienin ideaali. O]
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Lause 6.12. Olkoon S puoliryhmd. Jos L on joukon S minimaalinen vasen
ideaali ja R on joukon S minimaalinen oikea ideaali, niin K(S) = LR.

Todistus. Koska L on joukon S minimaalinen vasen ideaali ja R minimaalinen
oikea ideaali, niin LR on joukon S ideaali, koska S(LR)S = (SL)(RS) C LR.
Olkoon z € LR. Télléin LRxL C SL C L ja S(LRxL) = (SL)RxL C
LRzL, joten LRxL on joukon S vasen ideaali. Koska L on minimaalinen,
niin LRzL = L ja néin ollen LRxLR = LR, joten Lemman 6.11 b)-kohdan
mukaan LR on joukon S pienin ideaali, ja niin ollen K (S) = LR. ]

Lause 6.13. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd K(S) on olemassa ja
etti e € E(S). Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja ja ne seuraavat mistd
tahansa Lauseen 6.7 ekvivalentista vditteestd a) — f).

h) e € K(S).
i) K(S) = SeS.

Todistus. Lauseen 6.7 nojalla Se on joukon S minimaalinen ideaali, joten
Lauseen 6.10 nojalla Se € K (S). Néin ollen my6s e € K(.5).

h) = i) Koska e € E(S), niin SesS on joukon S ideaali, joten K(S) C SeS,
koska K (S) on joukon S kaikkien ideaalien leikkaus. Koska e € K(S), niin
SeS C K(9), joten SeS = K(S).

i) = h) Koska e € S, niin e = ee = eece € SeS = K(S). O

Lauseista 6.10 ja 6.13 nousee esiin kaksi kysymysta: Jos K(S) on ole-
massa, onko se kaikkien minimaalisten vasenten ideaalien unioni vai onko
se joko kaikkien minimaalisten vasenten tai kaikkien minimaalisten oikeiden
ideaalien unioni? Jos oletetaan, ettd K (S) on olemassa ja e on idempotentti
joukossa K (S), niin pitddko joukon Se olla minimaalinen vasen ideaali tai
pitdako alkion e olla minimaalinen idempotentti? Seuraava esimerkki vastaa
molempiin kysymyksiin. Esimerkissd w = NU {0} ={0,1,2,...}.

Esimerkki 6.14. Olkoon S = w X w ja méiritellidn operaatio - joukossa S
seuraavasti:

m,s+n—r), josn>r

<m,n>-<ns>={(

(m+4+r—mn,s), josn<r.
Talloin S on yksinkertainen puoliryhmé (eli K(S) = S), joukossa S ei ole mi-

nimaalista vasenta eiké oikeaa ideaalia, F(S) = {(n,n) | n € w}, ja jokaisella
new, (n+1l,n+1) < (n,n).
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Mille tahansa Esimerkin 6.14 puoliryhmén alkioille (m,n),(k,r) € S,
(k,m) - (m,n) - (n,r) = (k,r). Olkoon L joukon S vasen ideaali ja valitaan
(m,n) € L. Talloin {(k,r) € S| r > n} on joukon S vasen ideaali, joka on
joukon L osajoukko. Samalla tavalla olkoon R joukon S oikea ideaali ja olkoon
(m,n) € R. Talloin {(k,r) € S | k > m} on joukon S oikea ideaali, joka on
joukon R osajoukko. Niin ollen joukossa S ei ole minimaalisia vasempia eiki
oikeita ideaaleja.

7 Minimaaliset, idempotentin sisaltiavit vasem-
mat ideaalit

Lause 7.1. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd joukossa S on idempo-
tentin sisdltavd minimaalinen vasen ideaali. Tdlloin jokainen minimaalinen
vasen tdeaalt sisdltad idempotentin.

Todistus. Olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltda idem-
potentin e ja olkoon J joukon S minimaalinen vasen ideaali. Lauseen 6.5 no-
jalla on olemassa sellainen x € S, ettd J = Lx. Lauseen 6.1 nojalla el = eSe
on ryhmé, joten olkoon y = eye alkion exe kiddnteisalkio tdssd ryhméssa.
Télloin yr € Lx = J ja yryr = (ye)z(ey)r = y(exe)yr = eyx = yzx, joten
yx on idempotentti joukossa J. [

Lemma 7.2. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd joukossa S on idempo-
tentin sisaltavd minimaalinen vasen ideaali. Talloin joukossa S on idempo-
tentin sisdltdvd minimaalinen oikea ideaal.

Todistus. Valitaan joukon S minimaalinen vasen ideaali L ja idempotentti
e € L. Lauseen 4.8 c¢)-kohdan mukaan Se on joukon S minimaalinen vasen
ideaali, joten Lauseen 2.5 nojalla eS on joukon S minimaalinen oikea ideaali
ja e on idempotentti joukossa eS. O

Lause 7.3. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdd tdempotentin. Olkoon T C S.

a) T on joukon S minimaalinen vasen ideaali, jos ja vain jos on olemassa
jokin sellainen e € E (K (S)), ettd T = Se.

b) T on joukon S minimaalinen oikea ideaali, jos ja vain jos on olemassa
jokin sellainen e € E (K (S)), ettd T = eS.

Todistus. Valitaan joukon S minimaalinen vasen ideaali L ja idempotentti
felL.
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a) ”=" Olkoon T joukon S minimaalinen vasen ideaali. Nyt S f on joukon
S vasen ideaali, joten Sf = L, koska Sf C L ja L on minimaalinen. Lauseen
6.7 nojalla fSf on ryhmé. Valitaan miké tahansa a € T. Talloin faf € fSf,
joten valitaan sellainen = € fSf, ettd x(faf) = f. Talloin

raxa = (xf)a(fz)a
= a(faf)ra
= fxa

= Ta.

Néin ollen xza on idempotentti. Koska 7" on minimaalinen vasen ideaali, niin
Lauseen 6.10 nojalla T C K(5). Koska za € T, niin za € E(K(S5)). Koska
xa on idempotentti, niin Sza on joukon S vasen ideaali ja Sxa C T, joten
koska T" on minimaalinen, niin 7" = Sza.

7«<" Koska e € K(S), niin valitaan Lauseen 6.10 mukainen joukon S mini-
maalinen vasen ideaali L, missd e € L. Talloin Lauseen 4.8 ¢)-kohdan mukaan
Se = L.

b) Koska joukossa S on idempotentin f siséltdvi minimaalinen vasen ide-
aali, niin Lemman 7.2 nojalla joukossa S on idempotentin f sisdltdva mini-
maalinen oikea ideaali R.
=" Nyt fS on joukon S oikea ideaali, joten koska fS C R, niin fS = R.
Néin ollen Lauseen 6.7 nojalla fSf on ryhmé. Valitaan miki tahansa a € T.
Télloin faf € fSf, joten valitaan sellainen = € fSf, ettd (faf)x = f.
Talléin

arar = a(zf)a(fx)
= ax(faf)z
=axf

= ax.

Néin ollen ax on idempotentti, joten axS on joukon S oikea ideaali. Koska
ar € T, niin axS C T, joten T' = axS. Lauseen 2.5 nojalla Saxz on minimaa-
linen vasen ideaali, joten Sax C K(S) ja néin ollen ax € E(K(S5)).

7«<" Koska e € E(K(S5)), niin voidaan valita Lauseen 6.10 mukainen mini-
maalinen vasen ideaali I, joka sisdltds idempotentin e. Talloin Se C I, joten
I = Se, joten Lauseen 6.7 nojalla eS = T on minimaalinen oikea ideaali. [J

Lause 7.4. Olkoon S puoliryhmd. Oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdd idempotentin, ja olkoon e € E(S).
Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.

a) Se on minimaalinen vasen ideaals.
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b) Se on vasen yksinkertainen puoliryhmd.
¢) eSe on ryhmd.

d) eSe = H(e).

e) eS on minimaalinen oikea ideaali.

f) eS on oikea yksinkertainen puoliryhmd.
g) e on minimaalinen idempotentti.

h) e e K(S).

i) K(S)=SeS.

Todistus. Koska joukossa S on idempotentin siséltdvd minimaalinen vasen
ideaali, niin Seurauksen 6.6 ja Lauseen 7.2 nojalla jokainen joukon S va-
sen ideaali sisidltdd idempotentin sisdltdvin minimaalisen vasemman ideaa-
lin. T&ll6in Lauseen 6.7 nojalla viitteet a) — g) ovat ekvivalentteja. Lauseen
6.10 nojalla K (.S) on olemassa, koska joukossa S on minimaalinen vasen ide-
aali, niin Lauseen 6.13 nojalla h) ja i) ovat ekvivalentteja ja ne seuraavat
mista tahansa viitteestd a) — ¢g). Nyt koska e € K(.S), niin Lauseen 7.3 no-
jalla Se on minimaalinen vasen ideaali, joten h) = a). Niin ollen viitteet
a) — i) ovat ekvivalentteja. O

Lause 7.5. Olkoon S puoliryhmd. Oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltad idempotentin, ja olkoon e idem-
potentti joukossa S. Tdlloin on olemassa sellainen joukon S minimaalinen
idempotentts f, etta f < e.

Todistus. Koska s € E(S), niin Se on joukon S vasen ideaali, joten Seu-
rauksen 6.6 ja Lauseen 7.1 mukaan Se sisiltdd idempotentin g sisdltdvan
minimaalisen vasemman ideaalin L. Nyt g € Se, joten Lemman 4.6 nojal-
la ge = g. Olkoon f = eg. Talléin ff = egeg = egg = eg = f, joten f
on idempotentti. Nyt koska f € L, niin L = Sf, joten Lauseen 7.4 nojal-
la f on minimaalinen idempotentti. Lopuksi vield ef = eeg = eg = f ja
fe=ege =eg = f, joten f <e. O]

Lause 7.6. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdia idempotentin. Talléin milld tahansa
joukon S minimaalisella vasemmalla ideaalilla L ja milld tahansa joukon S
minimaalisella oikealla ideaalilla R on olemassa sellainen idempotentti e €
RNL, etti RNL = RL = eSe ja eSe on ryhmd.
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Todistus. Olkoon R ja L annettu. Valitaan sellainen Lauseen 7.3 mukainen
idempotentti f € K(S), ettd L = Sf. Lauseen 2.5 mukaan fSf on ryhmé.
Valitaan a € R ja olkoon x alkion faf kidnteisalkio joukossa fSf. Talloin
x € Sf = L, joten ax € RN L ja Lauseen 6.10 mukaan ax € K(S) . Nyt
myos

arar = a(zf)a(fx)
=a(zfaf)z
=afx

= ax.

Eli ax on idempotentti. Olkoon e = ax. Talloin eSe C Sx C L ja eSe C
aS C R, joten eSe C RN L. Olkoon b € RN L. Lauseen 4.8 mukaan L = Se
ja R =eS, joten Lemman 4.6 mukaan b = eb = be. Néin ollen b = eb = ebe €
eSe, joten RN L C eSe.

Nyt RL = eSSe C eSe C RL, joten RL = eSe.

Koska e € K(5), niin Lauseen 7.4 nojalla eSe on ryhma. n

Lemma 7.7. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdid idempotentin. Olkoon L joukon S
vasen ideaali ja olkoon R joukon S oikea ideaali.

a) On olemassa joukon L minimimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdd
tdempotentin.

b) On olemassa joukon L N R minimaalinen vasen ideaali, joka sisiltid
idempotentin. Oikeastaan jos J on sellainen joukon S minimaalinen
vasen ideaali, ettd J C L, niin RN J on joukon RN L minimaalinen
vasen tdeaali, joka sisdltdd idempotentin.

¢) On olemassa joukon R minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltdd idem-
potentin.

Todistus. Valitaan sellainen Seurauksen 6.6 mukainen minimaalinen vasen
ideaali J , ettd J C L.

a) Jos I on sellainen joukon L vasen ideaali, ettd I C J, niin I on joukon
J vasen ideaali, joten Lemman 6.2 b)-kohdan mukaan I = J. T4lloin Lauseen
7.1 mukaan joukossa J on idempotentti.

b) Valitaan sellainen Lemman 7.2 mukainen joukon S minimaalinen oikea
ideaali M, joka sisidltda idempotentin, ettd M C R. Valitaan Lauseen 7.6
mukainen idempotentti e € M N J. Olkoon [ sellainen joukon R N L vasen
ideaali, ettd I € RN J. Olkoon v € RN J. Valitaan x € I. Nyt e € J ja
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Lemman 6.11 a)-kohdan mukaan J = Jz, joten valitaan sellainen y € J, ettd
e = yx. Talloin e = ee = eyx. Nyt e € Rjay € L, joten eyxr € (RN L)x C I,
joten e € I. Nyt u € J = Je, joten u = uwe. Nyt myos u € RN L, joten
u € (RN L)e C I. Néin ollen I = RN J ja sen vuoksi RN J on joukon RN L

minimaalinen vasen ideaali.
¢) b)-kohdan nojalla RN J on joukon RN L minimaalinen vasen ideaali,
joka sisaltda idempotentin. Nyt myos RN J on joukon R vasen ideaali, joten
Lemman 6.2 ¢)-kohdan nojalla RNJ on joukon R minimaalinen vasen ideaali.
O

Lemma 7.8. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon S
minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltda idempotentin. Talloin kaikki joukon
S minimaaliset vasemmat ideaalit ovat isomorfisia.

Todistus. Olkoon L joukon S minimaalinen vasen ideaali, joka sisaltas idem-
potentin e. T&lloin L = Se, joten Lauseen 7.4 mukaan eSe on ryhma.

Osoitetaan ensin, ettid mille tahansa s € K(S) jat € S s(ese)™ =
st(este)™!, missé kiidinteisalkiot on joukosta eSe. Nyt koska e on joukon eSe
identiteetti, niin (ese) 'e = e(ese)™! = (ese) ™!, joten

1

s(ese)'s(ese) ™t = s(ese) tese(ese) ! = s(ese) te = s(ese) L.

Vastaavasti st(este) 'st(este)™ = st(este)™!, joten s(ese)™! ja st(este)™!
ovat idempotentteja. Lemman 7.2 ja Lauseen 6.10 mukaan K(S) = (J{R |
R on joukon S oikea ideaali}. Valitaan sellainen joukon S minimaalinen ide-
aali R, etti s € R. Talloin s(ese)™! ja st(este)™! ovat molemmat idempo-
tentteja joukossa R N L. Koska RN L on Lauseen 7.6 mukaan ryhmé, niin
s(ese)™! = st(este)™.

Olkoon nyt L’ mikd tahansa muu joukon S minimaalinen vasen ideaa-
li. Lauseen 7.4 mukaan eS on joukon S minimaalinen oikea ideaali, joten
Lauseen 7.6 mukaan L' N eS on ryhmé, joten voidaan valita idempotentti
d e L'neS. Talloin L' = Sd ja dS = eS. Lemman 4.6 c)-kohdan nojalla
de = e, ed = d ja mille tahansa s € L', sd = s.

Madritelladn seuraavaksi sellainen kuvaus ¢: Sd — Se, ettd ¥(s) =
s(ese)'dse, missi kilénteisalkio on ryhméstd eSe. Osoitetaan ensin, ettd
1 on homomorffismi. Olkoon s,t € Sd. Talloin

Y(s)U(t) = s(ese) dset(ete)  dte

= s(ese) 'dsete(ete) tdte (e(ete)™ = (ete)™)

= s(ese) dsedte

= s(ese) 'dste (ed =d ja sd = s)

= st(este) 'dste (s(ese)™" = st(este)™)
— y(st),
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joten 1 on homomorfismi.

Médritellddn v: Se — Sd siten, etti v(t) = t(dtd) 'etd, missi kiiéinteisal-
kio on joukosta dSd, joka on Lauseen 7.4 mukaan ryhmé. Osoitetaan, etta
on kuvauksen v kidnteiskuvaus, jolloin 1) olisi bijektio. Olkoon s € L. Tél-
16in ds € L', joten Sds on joukon S vasen ideaali, joka sisiltyy joukkoon L/,
ja nain ollen L' = Sds. Valitaan sellainen x € S, ettd s = xds. Talloin

7 (¥(s)) = ¥(s)(d(s)d) " exp(s)d

s(ese) 'dse(ds(ese) 'dsed) 'es(ese) dsed

= zds(ese) 'dsed(ds(ese) 'dsed) 'ese(ese) dsed
= xdedsed

= xddsd

= xds

= S.

Samalla tavalla, jos t € L', niin ¢ (y(t)) = t.
Néin ollen joukon S minimaaliset vasemmat ideaalit ovat isomorfisia. [J

Lause 7.9. Olkoon X wvasen nollapuoliryhma, olkoon Y oikea nollapuoliryh-
ma ja olkoon G ryhmda. Olkoon e joukon G identiteetti, u € X jav € Y ja
olkoon [, ]:' Y x X — G sellainen funktio, ettd [y,u] = [v,z] = e kaikilla
y €Y ja kaikilla x € X. Olkoon S = X X G XY ja mddritelldin sellainen
operaatio -, ettd (x,q,y) - (2',¢,y) = (x,9ly, 2'|¢',y'). Tdllgin S on yksin-
kertainen puoliryhmda (missi K(S) =5 =X x G xY) ja seuraavat vditteet
patevat.

a) Kaikilla (z,y) € X XY, (x,[y, ] ,y) on idempotentli ja kaikki idem-
potentit ovat titd muotoa. Idempotentit joukossa X x G x {v} ovat
muotoa (x,e,v) ja idempotentit joukossa {u} x G XY ovat muotoa

(u,e,y).

b) Kaikillay €Y, X x G x {y} on joukon S minimaalinen vasen ideaali
ja kaikki joukon S minimaaliset vasemmat ideaalit ovat titd muotoa.

¢) Kaikilla x € X, {x} x G XY on joukon S minimaalinen oikea ideaali
ja kaikki joukon S minimaaliset oikeat ideaalit ovat titd muotoa.

d) Kaikilla (z,y) € X xY, {z} x G x {y} on joukon S maksimaalinen
ryhmd ja kaikki joukon S maksimaaliset ryhmdt ovat titd muotoa.

e) Minimaalinen vasen ideaali X x G x {v} on joukkojen X, G ja {v}
suora tulo ja minimaalinen oikea ideaali {u} x G X Y on joukkojen
{u}, G ja'Y suora tulo.
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f) Kaikki joukon S maksimaaliset ryhmdat ovat isomorfisia joukkoon G.

g) Kaikki joukon S minimaaliset vasemmat ideaalit ovat isomorfisia jouk-
koon X x G ja katkki joukon S minimaaliset oikeat ideaalit ovat iso-
morfisia joukkoon G X Y.

Todistus. Operaatio - on selvisti bindarinen, koska (z,g,y) - (2/,¢',y') =
(x,gly, 29", y') € S kaikilla (x,g,v), (2, ¢,y) € S.
Olkoon (z,g,v), (z',¢',y), (", ¢",y") € S. Télloin
(@, gly. 2'lg", ) - (2", 9", y")
= (z,9ly,2l9'ly", 2"19",y")
= (,9,9) - (2, g'ly, 2"]¢", y")
= (z,9,9) - (2", ¢".¢) - (2". 4", 9"))

joten operaatio - on assosiatiivinen ja néin ollen S on puoliryhma.

Olkoon (x,¢g,y), (2',¢',y) € S. Jotta S olisi yksinkertainen puoliryhmé,
riittdd Lemman 6.11 nojalla osoittaa, ettd (z',¢',y’) € S(x,g,y)S. Olkoon
h=gg 'y z]" g7 [y,z]! € G. Tilléin

((m,g,y) . ($,7 g/’y/>) . (x//’g//7y/)

Y

9

(@' h,y) - (2,9,9) - (v, 9,9") = (o', hly, ]9, ) - (x,9,9)
= (z/,h [ zlgly, *lg,y')
= (2,997 ly, 2] 9™y, xlgly, x]g,y")
= (2,4, y)

joten (2, ¢, vy') € S(z,g,y)S ja niin ollen S on yksinkertainen puoliryhmaé.

a) Koska (z,[z,y] " y) - (v, [y, 2] y) = (2, [y, 2]y, 2]y, 2] y) =
(z, [y, 2], y), niin (x, [y, z]"",y) on idempotentti kaikilla (z,y) € X x Y.
Olkoon (z, g,y) idempotentti. Tilléin g[x,y]g = g, joten g = [y, z]~*. Joukon
{u} x G x Y idempotentit ovat muotoa (u,e,y), koska jotta olisi (u,g,y) -
(u,g9,y) = (u,9ly,ulg,y) = (u,99,y) = (u,g,y), tulee olla g = e. Samalla
tavalla joukon X x G x {v} idempotentit ovat muotoa (y,e,v).

b) Olkoon y € Y. Olkoon (2/,¢',y') € S ja olkoon (x,¢g,y) € X x G x {y}.
Talloin (2, ¢, y) - (z,9,y) = (¢, ¢'[V,x]g,y) € X x G x {y}, joten X x
G x {y} on joukon S vasen ideaali. Olkoon (z,g),(z',¢') € X x G. Jotta
X x G x {y} olisi minimaalinen, riittd4 Lemman 6.11 mukaan todeta, ettd
(@', q,y) = (@', g9 [y, z] ", y) - (z,9,y). Nyt valitaan minki tahansa joukon
S vasemman ideaalin L alkio (x,g,y) € L. Talloin LN X x G x {y} # 0,
joten L = X x G x {y}.

¢) Vastaavasti kuin kohta b), mutta kéytetddn joukkoa {z} x G x Y.

d) Koska H(e) on maksimaalinen ryhmé, niin Lauseen 7.4 yhtépitdvien
kohtien d) ja e) mukaan joukon S maksimaaliset ryhmét ovat muotoa fSf,
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missd f € K(S) = 5 on idempotentti. a)-kohdan mukaan joukon S idempo-
tentti on f = (, [y, ], y). Nyt

(2, [y, ]~ ) S, [y, 2] y) = (2, [y, 2] ) (X x G x Y)(x, [y, 2] y)
= (z, [y, 2] 'y, X]G, Y)(z, [y, 2], y)
= (z, [y, 2]y, XIG[Y, 2]ly, 2], y)
= {z} x G x {y},

joten joukon S maksimaaliset ryhmét ovat tdtd muotoa.
e) Olkoon (z,g), (2, ¢) € X x G. Tallsin

(z,9,v) - (', ¢, v) = (x,g[v,2']g, v)
= (z,geqg’,v)
= (z2', gg',vv),

joten X x G x {v} on joukkojen X, G ja {v} suora tulo.
Olkoon (g,y),(¢,y") € G x Y. Télloin

(w, 9,9) - (u, 9", y') = (u, gly,ulg’,y')
= (u,geg’y')
= (u,99,Y)
= (uu,g9',yy'),

joten {u} x G x {v} on joukkojen {u}, G ja Y suora tulo.

f) {u} x G x Y on isomorfinen joukkoon G. Nyt (x,y) € X x Y. Télléin
{z} x G x {v} ja {u} x G x {v} ovat maksimaalisia ryhmii minimaalisessa
vasemmassa iseaalissa X x G x {v}, joten Lauseen 6.1 mukaan ne ovat myds
isomorfisia. My6s {z} x G x {v} ja {x} x G x {y} ovat maksimaalisia ryhmia
minimaalisessa oikeassa ideaalissa {x} X G x Y, joten koska Lausetta 6.1
voidaan kiyttdd myos oikeisiin ideaaleihin, niin ne ovat isomorfisia.

g) Lemman 7.8 nojalla kaikki joukon S minimaaliset ideaalit ovat isomor-
fisia joukkoon S ja e)-kohdan nojalla X x G x {v} on isomorfinen joukkoon

X x (. Samalla tavalla kaikki minimaaliset oikeat ideaalit ovat isomorfisia
joukkoon G x Y. O]

Lauseen 7.9 joukko S on joukkojen X, GG ja Y Karteesinen tulo, mutta
se ei ole Karteesinen tulo, ellei [y, 2] = e, kaikilla (y,z) € Y x X.

Lauseen 7.9 seurauksena myos milld tahansay € Y, X xGx{y} = X xG,
mutta néin on vain, jos [y, z] = e kaikilla 2 € X, kun y = v.

Lause 7.9 muodostaa yksityiskohtaisen joukon X x G x Y rakenteen.
Nyt huomataan, etti tdmé on oikeastaan sellaisen puoliryhmén, joka sisiltia
idempotentin sisdltdvin minimaalisen vasemman ideaalin, pienimmén ideaa-
lin rakenne.
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Lause 7.10. (Rakennelause) Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on ole-
massa joukon S minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltad idempotentin. Ol-
koon R joukon S minimaalinen oikea ideaali ja olkoon L joukon S minimaa-
linen vasen ideaali, olkoon X = E(L), Y = E(R) ja olkoon G = RL. Mddri-
tellidn sellainen operaatio - joukossa X x G x Y, ettd (z,g,y) - (2, ¢',y') =
(x,9yx’g',y"). Tdlloin X x G x Y toteuttaa Lauseen 7.9 (missd [y, z] = yx)
johtopddtokset ja K(S) = X x G x Y. Erityisesti:

a) Joukon S minimaaliset oikeat ideaalit jakavat joukon K(S) ja joukon
S minimaaliset vasemmat ideaalit jakavat joukon K(S).

b) Joukon K(S) maksimaaliset ryhmdt jakavat joukon K(S).

¢) Kaikki joukon S minimaaliset oikeat ideaalit ovat isomorfisia ja kaikki
joukon S minimaaliset vasemmat ideaalit ovat isomorfisia.

d) Kaikki joukon K(S) maksimaaliset ryhmdt ovat isomorfisia.

Todistus. Lemman 6.2 ja Lauseen 6.10 nojalla joukkojen S ja K (.S) minimaa-
liset vasemmat ideaalit ovat identtisid sekd joukkojen S ja K(S) minimaa-
liset oikeat ideaalit ovat identtisid, joten kohdat a) — d) seuraavat suoraan
Lauseesta 7.9. Riittdd osoittaa, ettd joukko X x G x Y toteuttaa Lauseen
7.9 oletukset, ettd [y, x] = yzr ja K(S) =2 X x G x Y.

Lemman 7.2 nojalla tiedetddn, ettd koska joukossa S on minimaalinen va-
sen ideaali, joka sisdltdd idempotentin, niin joukossa S on myds minimaalinen
oikea ideaali, joka sisdltdd idempotentin. Néin ollen joukossa R on Lauseen
7.1 nojalla idempotentti. Lauseen 7.6 mukaan RL on ryhméi ja Lauseen 6.1
mukaan X on joukon S vasen nollapuoliryhmé ja Y on joukon S oikea nolla-
puoliryhmaé. Olkoon e joukon RL = RNL identiteetti ja olkoon u = v = e. Jos
y € Y, niin koska Y on oikea nollapuoliryhmé, niin [y, u] = yu = u = e. Sa-
malla tavalla, jos z € X, niin [v, 2] = e, joten [y, x| = e kaikilla (y,z) € Y x X.

Miéritellddn sellainen kuvaus ¢: X x G x Y — S| ettd ¢(z,9,y) =
xgy. Joukon X,G,Y operaation madrittelystd huomataan suoraan, ettd ¢
on homomorfismi. Lauseen 6.1 nojalla L = XG ja R = GY. Lauseen 6.12
nojalla K(S) = LR = XGGY = XGY = ¢[X x G x Y], joten riittas
muodostaa kuvauksen ¢ kidnteiskuvaus osoittamaan, ettd ¢ on bijektio.

Olkoon «(t), kaikilla ¢t € K(5), alkion ete kidnteisalkio joukossa eSe = G.
Télloin ty(t) = ty(t)e € Se = L ja

ty()ty(t) = ty(t)etey(t)
= tey(t)



joten ty(t) € X. Samalla tavalla v(t)t € Y.
Madritelldén sellainen kuvaus 7: K(S) — X x G x Y, ettd 7(t) = (ty(1),
ete,v(t)t). Olkoon (x,g,y) € X x G x Y. Talloin

7(o(2,y,9)) = (xgyy(zgy), exgye,v(rgy)rgy)

. Nyt
rgyy(xgy) = vrgyy(zgy) (v = z1)
= zexgyey(zgy) (z = ze ja y(zgy) = ey(zgy))
= Tre
= XI.

Samalla tavalla y(zgy)rgy = y. Koska exgye = ege = g, niin 7 = ¢!, Niin
ollen ¢ on isomorfismi, joten K(S) = X x G x Y. O

Lause 7.11. Olkoon S puoliryhmd, jossa on idempotentin sisdltdvd mini-
maalinen vasen ideaali. Olkoon T joukon S alipuoliryhmd, joka myds sisdl-
tad idempotentin sisdltdvin minimaalisen vasemman tdeaalin, ja oletetaan,
etta T N K(S) # 0. Tdlloin seuraavat vditteel pitavdit:

a) K(T)=TNK(S).

b) Joukon T minimaaliset vasemmat ideaalit ovat muotoa T N L olevat
epdtyhjdt joukot, missi L on joukon S minimaalinen vasen ideaali.

¢) Joukon T minimaaliset oikeat ideaalit ovat muotoa T N R olevat epi-
tyhjat joukot, missi R on joukon S minimaalinen oikea ideaali.

d) Jos T on joukon S ideaali, niin K(T) = K(S).

Todistus. a) Lauseen 6.10 mukaan K(7') on olemassa. Koska K(S) N7 on
joukon 7" ideaali, niin K(7") C K(S)NT. Olkoon x € K(S)NT. Télloin Tx
on joukon T vasen ideaali, joten Seurauksen 6.6 ja Lauseen 7.1 nojalla Tx
sisaltdd joukon 7' minimaalisen vasemman ideaalin T'e jollakin idempotentilla
e € T. Olkoon x € K(S5), joten Lauseen 6.10 nojalla voidaan valita sellainen
joukon S minimaalinen ideaali L, ettd x € L. Télloin L = Sxjae € Tx C Sz,
joten L = Se ja z € Se. Néin ollen Lemman 4.6 nojalla z = xe € Te C K(T)
ja K(T)=K(S)NT.

b) Osoitetaan ensin, etta kaikille idempotenteille e € T, SeN'T = Te.
Olkoon x € SeNT. Talloin x = xze € Te, joten Se NT" C Te. Nyt koska
Te C SeNT, niin SeNT = Te.

Oletetaan, ettd L on joukon S minimaalinen vasen ideaali ja oletetaan,
ettd TN L # (. Seurauksen 6.6 nojalla T'N L sisaltai joukon 7" minimaalisen
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vasemman ideaalin M ja Lauseen 7.1 nojalla on olemassa idempotentti e €
M. Nyt Se on joukon S vasen ideaali ja T'e on joukon 7' vasen ideaali, joten
Se=LjaTe= M. Nédinollen LNT =SenNT =Te = M.

Oletetaan, ettd M on joukon 7" minimaalinen vasen ideaali. Talléin M
sisaltdd idempotentin e € K(S). Koska e € K(S5), niin kohdan a) nojalla
Se on joukon S minimaalinen vasen ideaali ja Lauseen 7.4 nojalla Se N'T =
Te= M.

¢) Todistus tehdédéin samalla tavalla, kuin kohdassa b).

d) Jos T on joukon S ideaali, niin K(S) C T, joten K(T) CTNK(S) =
K(S). O
Lause 7.12. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettd on olemassa joukon
S minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltid idempotentin. Olkoon e, f €
E(K(S5)). Jos g on alkion efe kddinteisalkio joukossa eSe, niin funktio ¢:
eSe — fSf, joka on mddritelty p(z) = fxgf, on isomorfismi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ¢ on homomorfismi. Olkoon z,y € eSe.
Talloin
p(x)ely) = fxgffygf
= fxgfygf
= fxgefeygf (9e = g,ey =)
= freygf
= frygf
= ¢(zy).
Osoitetaan, ettd ¢ on injektio. Olkoon x kuvauksen ¢ ytimen alkio. Té&l-
16in
frgf =f
efrgfe =efe
efergefe =efe (ex = x,ge = g)
efexe =efe
efex =efe
efer =efee

r=e (mitdtointi vasemmalta joukossa eSe).

Osoitetaan vield, ettd ¢ on surjektio. Olkoon y € fSf ja olkoon h ja k
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alkioden fgf ja fef kidnteisalkiot joukossa fSf. Talloin ekyhe € eSe ja

p(ekyhe) = fekyhegf

= fefkyhgf (fk=Fk,eg=g)
= fyhgf (fefk=[)
= fyhtfgf (h=hf)
= fyf (hfaf =1)
Néin ollen ¢ on isomorfismi. O]

Lause 7.13. Olkoon S puoliryhmd ja oletetaan, ettid on olemassa joukon
S minimaalinen vasen ideaali, joka sisdltad idempotentin. Olkoon s € S.
Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.

a) s € K(S).

b) Kaikillat € S, s € Sts.

c) Kaikillat € S, s € stS.

d) Kaikillat € S, s € stS N Sts.

Todistus. a) = d) Valitaan Lauseen 6.10 ja Lemman 7.2 mukainen joukon
S sellainen minimaalinen vasen ideaali L ja sellainen minimaalinen oikea
ideaali R, ettd s € L N R. Olkoon ¢t € S Télléin ts € L, joten Sts on joukon
S vasen ideaali, joka siséltyy joukkoon L. Ndin ollen Sts = L. Samalla tavalla
stS = R.

b) = a) Valitaan t € K(S). Talloin s € Sts C K(S).

¢) = a) Valitaan t € K(S). Télloin s € stS C K(5).

d) = b) ja d) = c¢) ovat triviaaleja. O

8 Topologiaa

Tassé kappaleessa tutustutaan muutamiin topologisiin késitteisiin, joita tar-
vitaan, kun késitellidn topologisia puoliryhmié.

Maiaritelma 8.1. Olkoon X joukko. Joukon X topologia on kokoelma T
joukon X osajoukkoja, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

i) T siséltidd joukkojensa dérelliset leikkaukset, eli jos Uy, ..., U, € T, niin
m?zl U eT.
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ii) T sisdltdd joukkojensa mielivaltaiset yhdisteet, eli jos U; € T kaikilla i €
I, niin | J,.,; U; € T, missé I on miki tahansa mielivaltainen indeksoitu
joukko.

i€l

iii) 7T siséltdd tyhjan joukon ja perusjoukon X, eli ), X € T.
Topologian T alkioita U € T kutsutaan joukon X avoimiksi joukoiks:.

Mééritelma 8.2. Topologinen avaruus on pari (X, T), joka koostuu joukosta
X ja sen topologiasta T'.

Esimerkki 8.3. Jokaiselle joukolle X voidaan méaritelld kaksi &arimméista
topologiaa. Diskreetissd topologiassa on kaikki joukon X avoimet osajoukot.
Minimitopologiassa ovat vain joukot () ja X itse.

Miiritelmi 8.4.  a) Topologian T osajoukko V' C T on suljettu, kun
X\V on avoin.

b) Jos z € X ja U € T ovat sellaisia, ettd = € U, joukko U on alkion x
ymparisto.

Maaritelma 8.5. Osajoukko B C T on joukon X kanta, jos jokainen U € T
on unioni joukon B joukoista.

Huomautus 8.6. Joukko B on joukon X kanta, jos ja vain jos kaikilla z € X
ja jokaisella alkion z ympéristolla U, on olemassa sellainen B € B, etté
re BCU,.

Maaritelm4 8.7. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon U C X. Talloin
joukon U sulkeuma on joukko

U=(WFCX|F onsuljettu ja U C F}.

Huomautus 8.8. U on suljettu, ja U on pienin suljettu joukko, joka sisiltis
joukon U.

Maaritelma 8.9. Piste x € X on joukon A C X kasautumispiste, jos jokai-
nen pisteen x ympéaristo sisiltdd jonkin joukon A\{z} pisteen.

Maaritelm4 8.10. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon f: X —
Y kuvaus. Kuvaus f on jatkuva pisteessi © € X, jos jokaiselle pisteen f(x)
ympéristolle V € Y on olemassa sellainen pisteen x ympéristé U € X, ettid
f(U) € V. f on jatkuva joukossa X, kun f on jatkuva jokaisessa joukon X
pisteessi.
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Lause 8.11. Olkoon Ty, Ts ja Tj topologisia avaruuksia. Jos f: Ty — Ty ja
g: Ty — T3 ovat jatkuvia kuvauksia, niin nitden yhdistetty kuvaus go f: Ty —
T3 on jatkuva.

Todistus. Oletetaan, ettd Ty, 15 ja T3 ovat topologisia avaruuksia ja f: Ty —
T, ja g: To — T3 ovat jatkuvia kuvauksia. Valitaan mikd tahansa avoin
U C T;. Koska U on selvisti avoin joukossa T3 ja g: 1o — T3 on jatkuva,
saadaan ettd ¢g~!'(U) on avoin joukossa Ty. Koska g~ !(U) on avoin joukossa
Ty ja f: Ty — T on jatkuva, saadaan ettd f~' (¢g~!(U)) on avoin joukossa
Ty, eli f71(g7H(U)) = (go f)"*(U) on avoin joukossa T}. Néin ollen go f on
jatkuva. O]

Lause 8.12. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon f kuvaus jou-
kolta X joukkoon Y. Tdlloin seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.

a) Kuvaus f on jatkuva joukossa X .
b) Kaikilla joukon Y avoimilla joukoilla V, f~Y(V) on avoin joukossa X.

c) Kaikilla joukon Y suljetuilla joukoilla F, f~1(F) on suljettu joukossa
X.

d) f(A) C F(A), kaikilla A C X.
Todistus. Liahde |2, s. 20]. O

Maaritelm4 8.13. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X —
Y on homeomorfismi, kun

i) f on bijektio,
ii) f on jatkuva ja
ii) /71 Y — X on jatkuva.
Jos on olemassa téllainen homeomorfismi, niin X ja Y ovat homeomorfisia.

Maaritelma 8.14. Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos kai-
killa x # y € X on olemassa sellaiset erilliset avoimet joukot U,V C X, ettd
reUjayeV.

Misritelmé 8.15. Topologisen avaruuden X osajoukko E on tihed, jos E =
X.
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Mairitelmd 8.16. Olkoon {X,}.cs joukko epétyhjid joukkoja. Joukkojen
X, Karteesinen tulo on

[[Xe={z:T— | Xa 2(a) € X, kaikilla o € T}.

acl acl
Kuvaus m5: [[ Xo — X3, joka on médritelty mg(x) = x5, on [:s projektio.

Maaritelma 8.17. Olkoon X topologinen avaruus, jossa on topologiat T}
ja Ts. Sanotaan, ettd T on hienompi kuin T, tai T on karkeampi kuin 17,
kun T1 g TQ.

Mééaritelmé 8.18. Tychonoffin topologia eli tulotopologia joukossa [, Xa
saadaan, kun otetaan muotoa [] ., A, oleva kanta, missi

a) A, on avoin joukossa X, kaikilla o € I.
b) A, # X, vain aarelliselld maaralla indekseja « € I.

Lause 8.19. Jokainen projektio wg: [[ Xo — Xp on jatkuva ja avoin. Tu-
lotopologia on joukon [[ X, hienoin topologia, ja siindg jokainen projektio on
jatkuva.

Todistus. Léhde |2, s.28]. O

Lause 8.20. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon || X, varustettu tu-
lotopologialla. Talloin f: X — [[ Xs on jatkuva, jos ja vain jos m, o f on
jatkuva kaikilla o € 1.

Todistus. Lihde [2, s.28|. O

Maaritelma 8.21. Olkoon X avaruus ja olkoon R ekvivalenssirelaatio ava-
ruudessa X. Tekijdjoukko X/R (eli ekvivalenssiluokkien joukko) sisdltad to-
pologian nimelta tekijatopologia. Olkoon q: X — X/R tekijikuvaus, joka
kuvaa alkion x sen ekvivalenssiluokkaan [z]. Tekijétopologia on se topologia
joukossa X/R, jossa on suurin méérd avoimia joukkoja, ja jossa g on jatkuva.

Ma&aritelma 8.22. Epityhjid joukko A on suunnattu relaation < suhteen,
jos

a) A < A kaikilla A € A,
b) A< Azjad < A3 = A < Ay,

¢) A, A2 € A = on olemassa sellainen A3 € A, ettd A\; < A3 ja Ay < As.
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Paria (A, <) kutsutaan suunnatuksi joukoksi.

Maaritelma 8.23. Verkko joukossa X on kuvaus z: A — X, missd A on
suunnattu joukko. Yleensd kiytetddn merkintdd x,, kun tarkoitetaan z(\),
ja puhutaan verkosta {x)}ca tai yksinkertaisemmin {z,}.

Miiritelmi 8.24. Verkon {x)}iea aliverkko on yhdistetty kuvaus z o ¢,
missd ¢: M — A, M on suunnattu joukko ja

1) o(u1) < p(pe) joukossa A aina kun py < pg joukossa M,
ii) kaikilla A € A on olemassa sellainen p € M, ettd A < p(p).

Maiéritelmi 8.25. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon {z,} verkko
joukossa X. {x\} suppenee pisteeseen = € X, jos jokaiselle alkion z ympé-
ristolle U on olemassa sellainen \g € A, ettd x, € U aina, kun A > .

Piste © € X on verkon {z,} kasautumispiste, kun pisteen z kaikille ym-
parstoille U ja kaikille A\g € A, on olemassa sellainen A\ > \g, ettd x, € U.

Lause 8.26. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon {x\} wverkko joukos-
sa X. Tdlloin verkolla {x)\} on kasautumispiste x, jos ja vain jos silld on
alwerkko, joka suppenee pisteeseen x.

Todistus. Léhde [2, s.32]. O

Lause 8.27. Olkoon E topologisen avaruuden X osajoukko. Télloin x € E,
jos ja vain jos on olemassa sellainen joukon E verkko {x)}ren, ettd xy — x.

Todistus. Liahde |2, s.33]. O

Lause 8.28. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia. Tdllom f: X —Y on
jatkuva pisteessi v € X, jos ja vain jos f(xy) — f(z) joukossa Y aina, kun
ry — x joukossa X.

Todistus. Léhde [2, s.33]. O

Lause 8.29. Verkko {x)}xea joukossa [],.; Xa suppenece kohti pistetti ,
jos ja vain jos my(xy) — mo(x) kaikissa tekijoissi X, .

Todistus. Léhde |2, s.33]. O

Maiaritelma 8.30. Olkoon X topologinen avaruus. Talloin joukon X peite
C on joukko joukon X osajoukkoja U,, joiden unioni on koko avaruus X.
Sanotaan, ettd C' peittdd joukon X.
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Maaritelma 8.31. Topologinen avaruus X on kompakti, jos jokaisella joukon
X avoimella peitteelld on &édrellinen alipeite. Eli jos X = |J;,.; U;, missé
U; on avoin peite kaikilla ¢ € I, on olemassa sellainen d#rellinen joukko
Wiy, Wiy, o, Wy, ettd X = Ur_, Wi, -

Maaritelma 8.32. Avaruus X on patkallisesti kompakti, kun kaikilla sen
pisteilla on ympaéristo, jolla on kompakti sulkeuma.

Maiaritelma 8.33. Joukossa € joukon X osajoukkoja on ddrellisten leikkaus-
ten ominaisuus, jos jokainen joukon C dérellinen osajoukko sisaltid epatyhjin
leikkauksen, eli kaikilla n € N ja kaikilla C,Cy,...,C, € €, (i, Cx # 0.

Lause 8.34. Olkoon X topologinen avaruus. Tdlloin seuraavat vditteet ovat
ekvivalentteja.

a) X on kompakti.

b) Jokainen joukon X suljettujen osajoukkojen, joissa on ddrellisten leik-
kausten ominaisuus, joukko sisdltad ei-tyhjin leikkauksen.

¢) Jokainen verkko joukossa X sisdltida kasaantumispisteen.

d) Jokainen verkko joukossa X sisdltid suppenevan aliverkon.
Todistus. Léhde |2, s.44-45]. O
Lause 8.35. Kompaktin avaruuden X suljettu aliavaruus Y on kompakti.
Todistus. Léhde |2, s.46]. O
Lause 8.36. Hausdorffin avaruuden X kompakti osajoukko Y on suljettu.
Todistus. Léhde |2, s.46]. O
Lause 8.37. Kompaktin avaruuden X jatkuva kuva f(X) on kompakti.
Todistus. Liahde |2, s.46]. O

Lause 8.38. (Tychonoffin Lause) Epdtyhji tulo X =[], ., Xo on kompakti,
jos ja vain jos jokainen X, on kompakti.

Todistus. Léhde |2, s.46]. O

Lause 8.39. Jos f on jatkuva bijektio kompaktilta avaruudelta X Hausdorf-
fin avaruuteen Y, niin f on homeomorfisma.

Todistus. Liahde |2, s.47]. O
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Lemma 8.40. Oletetaan, ettd X ja Y ovat topologisia avaruuksia ja R on
ekvivalenssirelaatio joukossa X . Olkoon joukossa X/R tekijitopologia, jossa
on tekijikuvaus m: X — X/R. Tdilldin kuvaus f: X/R — 'Y on jatkuva, jos
ja vain jos yhdistetty kuvaus fomw: X — Y on jatkuva.

Todistus. <" Oletetaan, ettd kuvaus for: X — Y on jatkuva, ja olkoon U
avoin joukko joukossa Y. Talloin joukko (f o) (U) =71 (f~1(U)) on avoin
joukossa x. Tekijidtopologian médritelmén mukaan joukko f~(U) on avoin
joukossa X/R, joten kuvaus f on jatkuva.

"=" Oletetaan, ettd kuvaus f: X/R — Y jatkuva. Koska myos tekijaku-
vaus m: X — X/R on jatkuva, niin my6s yhdistetty kuvaus fon: X — Y
on jatkuva. O]

Lause 8.41. Olkoon X kompakti Hausdorffin avaruus, ja olkoon R ekviva-
lenssirelaatio joukossa X . Tdalloin seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja.

i) Joukko R on suljettu joukossa X x X.
ii) Tekijikuvaus m: S — S/R on suljettu.
iii) Tekijiavaruus X/R on Hausdorffin avaruus.
Todistus. Léhde [4, s.10-11]. O

Miiritelmi 8.42. Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja olkoon Y C X.
Talloin joukko 77 = {ANY | A € T} on topologia joukossa Y. Tétd topolo-
giaa kutsutaan indusoiduksi topologiaksi tai relatiivitopologiaksi joukossa Y,
ja (Y,J") on avaruuden (X, 7T) aliavaruus.

9 Topologiset puoliryhmat

Tassé kappaleessa kéasitelldin puoliryhmié S, joilla on topologia, jossa ku-
vaukset ps: S — S, ps(t) =ts, tai A\s: S — S, A\s(t) = st, ovat jatkuvia. Tés-
sd kappaleessa tullaan huomaamaan, ettd tallaisten puoliryhmien algebralli-
silla ja topologisilla rakenteilla on yhteys.

Maaritelma 9.1. Olkoon S puoliryhmé ja topologinen avaruus. .S on
a) oikea topologinen puoliryhmd, jos ps: S — S on jatkuva kaikilla s € S.
b) wasen topologinen puoliryhmd, jos As: S — S on jatkuva kaikilla s € S.

¢) puolitopologinen puoliryhmd, jos ps: S — S ja Ag: S — S ovat jatkuvia
kaikilla s € S.
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d) topologinen puoliryhmd, jos operaatio (s,t) — st: S xS — S on jatku-
va.

e) oikea topologinen ryhmd, jos S on ryhmé ja oikea topologinen puoli-
ryhma.

f) wvasen topologinen ryhmd, jos S on ryhmé ja vasen topologinen puoli-
ryhma.

g) puolitopologinen ryhmd, jos S on ryhmé ja puolitopologinen puoliryh-
ma.

h) topologinen ryhmd, jos S on ryhmé ja topologinen puoliryhmé ja jos
kiaanteiskuvaus s — s71: S — S on jatkuva.

Maaritelm4 9.2. Oikean topologisen puoliryhmén S topologinen keskus on
joukko
A(S) ={s € S| \s on jatkuva}.

Vasemman topologisen puoliryhmén S topologinen keskus on joukko
A(S) ={s € S| ps on jatkuva}.

Maaritelma 9.3. Jos S on kompakti avaruus ja S on topologinen puoliryh-
mé, niin S on kompakti puoliryhmd.

Esimerkki 9.4. a) Joukot Q, R ja C ovat topologisia ryhmié yhteenlas-
kun suhteen ja topologisia puoliryhmié kertolaskun suhteen.

b) Joukko M (n,C) nxn matriiseja, joiden alkiot ovat kompleksisia, on to-
pologinen puoliryhmé matriisien kertolaskun suhteen. Aliryhmé G L(n,
C) ei-singulaarisia matriiseja on topologinen ryhmé, ja aliryhmé U(n)
unitaarisia matriiseja on kompakti topologinen ryhmé.

¢) Jokainen oikea nollapuoliryhmi, vasen nollapuoliryhmé ja nollapuoli-
ryhmé on topologinen puoliryhmé missi tahansa topologiassa.

Propositio 9.5. Oikean topologisen (vastaavasti puolitopologisen tai topo-
logisen) puoliryhmén alipuoliryhmé on oikea topologinen (vastaavasti puo-
litopologinen tai topologinen) puoliryhmé relatiivitopologiassa. Topologisen
ryhmén aliryvhméi on topologinen ryhma.

Todistus. Olkoon S oikea topologinen puoliryhmé ja olkoon 7' sen alipuoli-
ryhmaé. Jotta T olisi oikea topologinen puoliryhmé, niin tulee todistaa, etti
ps: T — T on jatkuva. Olkoon s € T' ja olkoon A avoin joukossa 7. Talloin
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p;1(T) =T ja A =UNT jollain joukossa S avoimella joukolla U. Tésti
seuraa, etta

ps (A)=pUNT) = p; (U) N p;H(T) = p(U)NT

on avoin joukossa T, koska p;'(U) on avoin joukossa S. Niin ollen p, on
jatkuva ja T on oikea topologinen puoliryhma.

Olkoon S nyt topologinen ryhmé ja olkoon 7' sen aliryhmé. Edellisen
perusteella kuvaus (s,t) — st: T'— T on jatkuva, joten tulee viela osoittaa,
ettd kuvaus s — s~': T — T on jatkuva. Olkoon A avoin joukossa 7. T#lléin
T-! =T jaA=UNT jollakin joukossa S avoimella joukolla U. Tisti seuraa,
etta

At=UnT)*'=0u1tnTt=0"NnT

on avoin joukossa T, koska U~! on avoin joukossa S. Niin ollen kuvaus
s — s 1T — T on jatkuva ja T on topologinen ryhmé. O

Propositio 9.6. Olkoon T oikean topologisen puoliryhmén S osajoukko.
a) Jos T on joukon S oikea ideaali, niin myos T on joukon S oikea ideaali.

b) Jos T on joukon S vasen ideaali (vastaavasti ideaali) ja jos A(S) on tihed
joukossa S, niin 7" on joukon S vasen ideaali (vastaavasti ideaali).

¢) Jos T on joukon S alipuoliryhmi ja jos T'C A(S), niin T on joukon S
alipuoliryhma.

d) Jos S on kompakti, Hausdorff, topologinen puoliryhmd ja jos T on
joukon S aliryhmaé, niin 7" on topologinen ryhma.

Todistus. Olkoon A ja B joukon S osajoukkoja ja olkoon C joukon A(S)
osajoukko. Koska kuvaukset ps ja \; ovat jatkuvia kaikilla s € B jat € C,
niin AB C AB ja CB C CB, joten (6) (E) C CB.

a) Olkoon nyt A =T ja B = S, joten TS C TS. Koska T on joukon S
oikea ideaali, niin TS C T. Niin ollen T on joukon S oikea ideaali.

b) Olkoon C' = A(S) ja B =T, joten <m> (T) € A(S)T. Koska A(S)

on tihe#, niin sen sulkeuma A(S) on joukko S. Niiin ollen ST C ST C T,
joten T on joukon S vasen ideaali.

¢) Olkoon nyt C'= B =T, joten (T) (T) CTT CT.

d) Koska T on joukon S aliryhmé, siséltdd se identiteetin e. Téll6in e on
myds joukon 7' identiteetti. Olkoon ¢ € T ja olkoon {t,} verkko joukossa T,
joka suppenee kohti alkiota ¢. Koska T on kompakti, voidaan olettaa, etti
{t-'} suppenee kohti alkiota s € T. Koska S on topologinen puoliryhm, niin
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{t 't,} suppenee alkioon st, joten st = e. Samalla tavalla {tatél} suppenee
kohti alkiota ¢s, joten ¢s = e. Nain ollen 7" on ryhmaé. Joukon T' kéénteisku-
vaus s — s ': T — T on jatkuva, joten T on topologinen ryhma. O]

Edellisen lauseen kohtien b) ja c¢) yhteydessd tulee huomioida, ettd on
mahdollista kompaktille oikealle topologiselle puoliryhmille S, etta silld on
vasen ideaali, jonka sulkeuma ei ole edes joukon S alipuoliryhmé. Esimerkiksi,
jos S on villi [0, 1], jonka operaatio on méé&ritelty seuraavasti:

; t, jos0<t<1/2
St =
1, jos 1/2<t<1

Talloin S on kompakti oikea topologinen puoliryhmé, missa A(S) = 0, ja
T = [0,1/2] on vasen ideaali, jonka sulkeuma ei ole joukon S alipuoliryhm,
koska jos t =1/2€ T, niin st =1¢ T.

Propositio 9.7. Olkoon {S; | i € I} joukko oikeita topologisia puoliryhmié.
Télloin suora tulo S = [[{S; | ¢ € I} on oikea topologinen puoliryhmé. Sama
pitee myo6s vasemmille topologisille puoliryhmille.

Todistus. Olkoon s € S. Kuvaukset p, : S; — S; ovat jatkuvia kaikilla
1 € I, koska joukot S; ovat oikeita topologisia puoliryhmii. Projektioku-
vaus m;: S — S; on myo6s jatkuva. Osoitetaan, ettd kuvaus ps: S — S on
jatkuva. Olkoon ¢ € S, joten koska (p4(t)), = t;s;, niin

(P50 ) () = ps; (i) = ps; (L) = tisi = mi(ts) = mi (ps(1)) = (7 0 ps)(1).

Koska kuvaus ps, o m;(t) on jatkuva, niin myos m; o ps on jatkuva. Niin ollen
myo0s kuvaus p, on jatkuva ja S on oikea topologinen puoliryhmé. O

Seuraus 9.8. Olkoon {S; | i € I} joukko puolitopologisia puoliryhmid. Tal-
loin suora tulo S = [[{S; | i € I} on puolitopologinen puoliryhmd.

Propositio 9.9. Olkoon {S; | ¢ € I} joukko topologisia puoliryhmia. Talloin
suora tulo S = [[{S; | i € I} on topologinen puoliryhma.

Todistus. Olkoon i € I. Kuvaukset
(S,t) — (Si,ti)Z SxS—=5 x5
ja
(Si;ti) st S; xX S; — S;

ovat jatkuvia, joten niiden yhdistetty kuvaus (s,t) — m;(st) on jatkuva.
Tésté seuraa, ettd operaatio (s,t) — st: S x .S — S on jatkuva. O]
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Propositio 9.10. Olkoon {G; | i € I} joukko topologisia ryhmii. Talloin
suora tulo G = [[{G; | i € I} on topologinen ryhma.

Todistus. Edellisten propositioiden nojalla riittdd osoittaa, ettd kdateisku-
vaus x — 27 ': G — G on jatkuva. Merkitdin titd kuvausta ¢:lli ja mer-
kitddn samaa kuvausta joukossa G;, missd ¢ € I, g;:1la. Koska projektioku-
vaus m;: G — G; ja kddnteiskuvaukset g; ovat jatkuvia, niin myos kuvaus
m; 0 g = g; om; on jatkuva. Téastad seuraa, ettd kuvaus g on jatkuva. O

Propositio 9.11. Olkoon S kompakti oikea topologinen puoliryhmaé ja ol-
koon 7" puoliryhmaé, jolla on kompakti Hausdorffin topologia. Jos 6: S — T
on jatkuva surjektiivinen homomorfismi, niin seuraavat viitteet patevit.

a) T on oikea topologinen puoliryhmé.
b) 0 (A(S)) € A(T).

¢) Jos S on puolitopologinen puoliryhmé, niin myos 7" on puolitopologinen
puoliryhma.

d) Jos S on topologinen puoliryhmé, niin my6s 7" on topologinen puoli-
ryhma.

e) Jos S on oikea topologinen ryhmé (tai topologinen ryhmé), niin myos
T on oikea topologinen ryhmé (tai topologinen ryhma).

Todistus. a) Olkoon s € S jaolkoont = 6(s) € T. Jos x € S, niin (p00)(x) =
pi(0(x)) = 0(x)t = 0(x)0(s) = O(xs) = O0(ps(x)) = (0 © ps)(x). Koska 0 ja ps
ova jatkuvia, niin 6 o p; on myds jatkuva. Néin ollen p; 0 € on jatkuva. Jos C'
on joukon T suljettu osajoukko, niin myos

0l(pr 0 0)H(C)] =0[(6" 0 p, )(C)] = p; ' (C).

Néin ollen p;: T'— T on jatkuva.

b) Olkoon s € A(S) ja olkoon t = 6(s) € T'. Jos x € S, niin (A, 0 0)(x) =
M(0(z)) = t0(x) = 0(s)0(x) = O(sx) = O(As(x)) = (6 0 As)(x). Koska 0 ja A
ovat jatkuvia, niin myos 6 o A\, on jatkuva. Néin ollen \; o # on jatkuva. Jos
C on joukon T suljettu osajoukko, niin

O[(Ae 0 0)"H(C)] = 0[(07" 0 A)(C)] = A ().

Niin ollen \;: T — T on jatkuva ja néin ollen ¢ € A(T), joten O(A(S)) C
A(T).

c¢) Koska S on puolitopologinen puoliryhmé, niin A(S) = S. b)-kohdan
nojalla (A(S)) = 0(S) C A(T). Koska 6 on homomorfismi, niin 0(S) =
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T. Néin ollen T' = 6(S) C A(T), joten A(T") = T. Néin ollen T" on myés
puolitopologinen puoliryhmé.

d) Olkoon m operaatiokuvaus joukossa S ja olkoon u operaatiokuvaus jou-
kossa T". Talloin p ((0 x 0)(s,t)) = u ((6(s),0(t)) = 6 (m(s,t)), missd s,t € S.
Koska S on topologinen puoliryhmé, niin po (6 x 0): S — S on jatkuva. Ku-
ten a)-kohdassa, téstd seuraa, ettd p on jatkuva, joten 7' on topologinen
puoliryhma.

e) a)-kohdan nojalla T on oikea topologinen puoliryhmé (ja d)-kohdan
nojalla topologinen puoliryhméi). Tulee osoittaa, ettd T on ryhmi, jos S
on oikea topologinen ryhmi. Olkoon e € S joukon S identiteetti. Olkoon
ts = st = e, kun s,t € S. Nyt koska 6 on homomorfismi, niin 6(s)0(t) =
O(st) = 6(e), joten O(e) on joukon T identiteetti. Néin ollen 7" on ryhméa. [

Lause 9.12. Olkoon S oikea topologinen puoliryhmd, olkoon R kongruenssi
joukossa S ja olkoon tekijapuoliryhmdassd S/ R tekijitopologia. Tdlloin seu-
raavat vditteet patevat:

i) S/R on oikea topologinen puoliryhmd.
ii) Jos S on puolitopologinen, niin myés S/R on puolitopologinen.

iii) Jos S on kompakti oikea topologinen (vastaavasti puolitopologinen tai
topologinen) puoliryhmd ja jos R on suljettu (joukossa S xS ), niin S/R
on kompakti, Hausdorff, oikea topologinen (vastaavasti puolitopologinen
tai topologinen) puoliryhmd.

Todistus. i) Olkoon 7: S — S/R tekijikuvaus. Koska tekijikuvaus on sur-
jektiivinen, riittdd osoittaa, ettd p.(s) on jatkuva mielivaltaisella s € S. Jos
t € S, niin
(pr(sy 0 m)(t) = ()7 (L) = w(st) = (w0 ps)(L).

Koska S on oikea topologinen puoliryhmé, niin kuvaus p; on jatkuva. Niin
ollen yhdistetty kuvaus pr(s) o ™ on jatkuva. Lemman 8.40 mukaan kuvaus
Pr(s) on jatkuva.

i1) a)-kohdan nojalla ps on jatkuva, joten riittda osoittaa, ettd As; on
jatkuva mielivaltaisella s € S. Jos t € S, niin

(Arsy om)(t) = w(t)m(s) = w(ts) = (w0 Ag)(2).

Koska S on puolitopologinen puoliryhma, niin kuvaus A; on jatkuva. Niin
ollen yhdistetty kuvaus Ar(s) o 7 on jatkuva, joten kuvaus A.(s) on jatkuva.
i7i) Lauseen 8.41 nojalla kompaktin topologisen avaruuden, jossa on sul-
jettu ekvivalenssirelaatio, tekijapuoliryhmé S/ R on Hausdorff. Tdmén ja Pro-
position 9.11 nojalla S/R on kompakti, Hausdorff, oikea topologinen puoli-
ryhma. [
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Maaritelma 9.13. Kuvausta oikealta topologiselta puoliryhmélta S oikeaan
topologiseen puoliryhméin 7', joka on sekd homeomorfismi ettd isomorfismi,
kutsutaan topologiseksi isomorfismiksi. Jos tallainen kuvaus on olemassa, niin
S ja T ovat topologisesti isomorfisia.

Madritelmaédn 9.13 liittyen on hyodyllista todeta, etta jos S ja T' ovat kom-
pakteja oikeita topologisia puoliryhmié ja T on Hausdorff, niin miki tahansa
injektiivinen, jatkuva, surjektiivinen homomorfismi joukolta S joukkoon T
on topologinen isomorfismi.

Lause 9.14. Olkoon S ja T kompakteja oikeita topologisia puoliryhmid, mis-
sa@ T on Hausdorff, ja olkoon 0: S — T jatkuva, surjektiivinen homomorfismi.
Talloin kuvaus ¢, kuten Lauseessa 1.19, on topologinen isomorfismi.

Todistus. Maaritelméan 9.13 perusteella riittds osoittaa, ettd ¢ on jatkuva,
koska se on isomorfismi ja homeomorfismi. Jatkuvuus seuraa suoraan siité,
ettd 0 ja m ovat jatkuvia kuvauksia ja ¥ o = 6. [

Seuraavaa madritelméi ja Zornin Lemmaa tarvitaan Lauseen 9.17 todis-
tamiseen.

Maiaritelma 9.15. Bindédrinen relaatio < joukossa S on osittainen jarjestys
epatyhjéssé joukossa S, jos

i) z <z kaikilla z € S,
i) r <yjay <z niinz =y, ja
iii) r <yjay <z ninz < 2.

Joukko S, jossa on osittainen jarjestys, on osittain jdirjestetty joukko, ja
sen osajoukko C on ketju, jos v < y tai y < z kaikilla z,y € C.

Joukon S alkio zy on osajoukon A C S yliraja, jos x < xq kaikilla z € A.
Joukon S alkio xy on osajoukon A C S alaraja, jos o < x kaikilla z € A.

Joukon S osajoukon A alkio xg on joukon A maksimaalinen alkio, jos
x < x¢ kaikilla x € A, ja minimaalinen alkio, jos xo < x kaikilla x € A.

Lause 9.16. (Zornin Lemma) Jos jokainen epdtyhjin, osittain jarjestetyn
joukon S ketju sisdltia yldrajan, nin joukossa S on maksimaalinen alkio.
Vastaavasti jos jokainen epdatyhjin, osittain jarjestetyn joukon S ketju sisdl-
tad alarajan, niin joukossa S on minimaalinen alkio.

Todistus. Liahde [5, s.3-4]. O

Lause 9.17. Olkoon S kompakti, Hausdorff, oikea topologinen puoliryhmi.
Talloin joukossa S on idempotentti, eli E(S) # ().
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Todistus. Olkoon A = {T' C S | T # (, T on kompakti, ja TT C T}. A on
siis joukon S kompaktien alipuoliryhmien joukko. Joukko A on osittain jir-
jestetty joukkoon kuulumisen C mukaan. Osoitetaan Zornin Lemman avulla,
ettd osittain jérjestetty joukko A sisdltdd minimaalisen alkion.

Joukko A on epétyhji, koska S € A. Olkoon € ketju joukossa A. Joukossa
C on &arellisten leikkausten ominaisuus. Koska S on Hausdorff ja kompakti,
niin joukon C alkiot ovat suljettuja joukon S osajoukkoja. T&lloin € on ko-
koelma suljettuja kompaktin avaruuden S osajoukkoja, joilla on darellisten
leikkausten ominaisuus. Néin ollen (ce C' # 0 ja (ee C on joukon S kom-
pakti alipuoliryhmé. Niin ollen (... C € A, ja tdmé on joukon C alaraja.
Zornin Lemman nojalla voidaan valita joukon A minimaalinen alkio A.

Valitaan alkio x € A ja merkitdén B = p,(A) = Az. Talléin B on
epatyhjéd ja kompakti, koska se on kompaktin joukon A jatkuva kuva. Nyt
BB = AxAx C AAAx C Ax = B, joten B € A. Koska B= Az C AACA
ja A on minimaalinen, joten B = A.

Olkoon C' ={y € A |yx =z}. Nyt C # 0 jaC = Anp,'({x}) on suljettu
ja niin ollen kompakti. Jos y,x € C, niin yz € AA C A ja yzx = yxr = .
Joten yz € C ja CC C C, joten C' € A. Koska C' C A ja A on minimaalinen,
niin C' = A ja néin ollen = € C. Niin ollen zz = z, joten z on joukon S
idempotentti. O]

Lause 9.18. Olkoon S kompakti, Hausdorff, oikea topologinen puoliryhmi.
Talloin jokainen joukon S wvasen ideaali sisdltdd minimaalisen vasemman
ideaalin. Minimaaliset vasemmat ideaalit ovat suljettuja, ja jokainen mini-
maalinen vasen ideaali sisdltdd idempotentin.

Todistus. Olkoon L joukon S vasen ideaali ja olkoon z € L. Koska Sx on
kompaktin, Hausdorffin avaruuden S jatkuva kuva, niin Sz on kompakti ja
suljettu vasen ideaali, joka sisiltyy joukkoon L. Téten jokainen vasen ideaali
sisdltdd suljetun vasemman ideaalin. Niin ollen jos L on joukon S minimaa-
linen ideaali, niin Sx = L, joten L on kompakti. Koska S on Hausdorffin
avaruus, niin L on suljettu ja néin ollen mikd tahansa minimaalinen vasen
ideaali on suljettu. Koska vasen ideaali on myos alipuoliryhmé, niin Lauseen
9.17 nojalla mikd tahansa vasen ideaali sisdltdéd idempotentin.

Jotta voidaan osoittaa, ettd S sisidltdd minimaalisen vasemman ideaalin,
olkoon L joukon S vasen ideaali ja olkoon

A ={T C L|T on joukon S suljettu vasen ideaali}.

Koska L sisdltda joukon S vasemman ideaalin, osittain jérjestetty joukko A
on epatyhji. Olkoon € ketju joukossa A. Joukossa C on dérellisten leikkaus-
ten ominaisuus. Télldin € on kokoelma kompaktin avaruuden S suljettuja os-
ajoukkoja, joilla on #érellisten laikkauksien ominaisuus. Téten (e C # 0
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on joukon S suljettu vasen ideaali. N&in ollen (... C € A, ja Zornin Lem-
man nojalla joukossa A on olemassa minimaalinen alkio M. N&in ollen va-
sen ideaali M on minimaalinen joukon S suljettujen vasempien ideaalien L
joukossa.

Jotta voidaan osoittaa M puoliryhmén S minimaaliseksi vasemmaksi ide-
aaliksi, joka siséltyy joukkoon L, olkoon K puoliryhmin S vasen ideaali, joka
sisiltyy joukkoon M. Koska jokainen vasen ideaali sisdltdad suljetun vasem-
man ideaalin ja M on puoliryhmin S minimaalinen suljettu vasen ideaali,
niin K = M. Ndiin ollen M on joukon S minimaalinen vasen ideaali, joka
sisaltyy joukkoon L. O

Seuraus 9.19. Kompakti, Hausdorff, oikea topologinen puoliryhmd on vasen
(vastaavasti oikea) yksinkertainen puoliryhmd, jos ja wvain jos se on oikea
(vastaavasti vasen) peruuttava.

Todistus. Koska kompakti oikea topologinen puoliryhmé sisdltdd Lauseen
9.17 mukaan idempotentin, niin Lauseen 5.6 mukaan jos S on vasen yksin-
kertainen puoliryhmaé, niin se on my0s oikea peruuttava. Viite pidtee myos
toiseen suuntaan, eli jos S on oikea peruuttava ja se sisédltdd minimaalisen
idempotentin, niin se on mydos vasen yksinkertainen puoliryhmé ja se sisil-
tad idempotentin. Tama toimii myds oikealle yksinkertaisille puoliryhmaélle
ja vasemmalle peruuttavalle. O]

Seuraus 9.20. Kompakti, Hausdorff, oikea topologinen puoliryhmd on ryh-
md, Jos ja vain jos se on peruuttava.

Todistus. Seurauksen 9.19 ja Lauseen 5.6 mukaan, jos S on ryhmé, niin se
on myos peruuttava. Jos taas S on peruuttava, niin saman Lauseen ja Seu-
rauksen mukaan S on ryhma. ]

Seuraus 9.21. Olkoon T kompaktin, Hausdorffin, otkean topologisen puoli-
ryhmdn S suljettu alipuoliryhmd. Jos S on vasen yksinkertainen, oikea yk-
sinkertainen tai yksinkertainen puoliryhmd, nitn myos T on.

Todistus. Lauseen 9.17 mukaan S sisdltdd idempotentin, joten koska 7' on
suljettu, niin se on kompakti ja nédin ollen se sisdltdd idempotentin. Talloin,
jos S on yksinkertainen, niin TN K(S) =T NS =T, joten Lauseen 7.11 no-
jalla T = K(T), eli T on yksinkertainen. Jos taas S on vasen yksinkertainen,
niin se = s kaikilla s € S ja e € E(S5), joten myos te = ¢ kaikilla t € T ja
e € E(T). Néin ollen T on vasen yksinkertainen. Jos S on oikea yksinkertai-
nen, niin es = s kaikilla s € S ja e € E(S), joten myos et = t kaikilla t € T
jae € E(T), joten T on oikea yksinkertainen. O
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Seuraus 9.22. Olkoon S ja T kompakteja, Hausdorffeja, oikeita topologisia
puoliryhmid ja olkoon 0: S — T jatkuva homomorfismi. Merkitddin, ettd Lg
on joukko joukon S minimaalisia vasempia ideaaleja, Rg on joukko joukon
S minimaalisia oikeita ideaaleja ja Gs on joukko joukon K(S) maksimaali-
sia aliryhmid, ja olkoon L, Ry ja G vastaavat joukot joukolle T. Tilldin
seuraavat vaitteet pitavat.

i) O(K(S)) = K(T).
it) O(E(K(S))) = E(K(T)).

Gs}-

Todistus. i) 0(K(S)) on joukon T vasen ideaali, koska
TO(K(S)) = 0(5)0(K(S)) = 0(SK(S)) < O(K(S))-

Nyt koska Ss = K(9) kaikilla s € K(S), niin Tt = (K (S)) kaikilla ¢ €
G(K(S)), joten O(K(S)) on minimaalinen. Eli (K (S)) = K(T).

i7) i)-kohdasta seuraa, ettd O(E(K(S))) € E(K(T)). Olkoon nyt e €
E(K(T)). Téallsin 6~ (e) on joukon S suljettu alipuoliryhmé. Olkoon L miki
tahansa joukon S oikea ideaali, joka sisiltyy joukkoon S6~!(e) (Seuraa Seu-
rauksesta 9.19).T&ll6in (L) on joukon T vasen ideaali, joka siséltyy joukkoon
0(S0~'(e)) = Te, joten O(L) = Te. Tisti seuraa, etti S; = LN 6O '(e) on
epatyhjd ja se on niin ollen joukon S alipuoliryhmé. Koska S; on suljettu,
niin se sisdltdd idempotentin d,. Télloin d; € K(S) ja 0(dy) = e. Néin ollen
O(E(K(S)) = E(K(T)).

i11) Tamé seuraa suoraan kohdasta 1) sekd siitd, ettd {Se | e € E(K)}
on joukko joukon S minimaalisia vasempia ideaaleja, {eS | e € E(K)} on
joukko joukon S minimaalisia oikeita ideaaleja ja {eSe | e € E(K)} on joukko
joukon K maksimaalisia aliryhmié, koska S ja T sisdltdvit minimaalisen
idmepotentin. O

Idempotenttien joukon E(S) ei tarvitse olla dérellinen. Palataan Esimer-
kin 1.7 puoliryhméan S, joka sisidltdd matriiseja, jotka ovat muotoa [8 ﬂ,

missd x € R. Joukon S kaikki alkiot ovat idempotentteja, koska

R

ja joukko S on aéreton, joten E(S) on ddreton.
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Lause 9.23. Olkoon S oikea yksinkertainen, kompakti, Hausdorff, oikea to-
pologinen puoliryhmd. Talloin E(S) ja kaikki joukon S maksimaaliset aliryh-
mdat ovat suljettuja.

Todistus. Joukon S maksimaaliset aliryhmét ovat myds minimaalisia vasem-
pia ideaaleja ja niin ollen ne ovat suljettuja. Olkoon {e,} verkko joukossa
E(9), joka suppenee kohti alkiota e € S. Olkoon d alkion e sisdltdvin maksi-
maalisen aliryhmén identiteetti. Koska F(S) on oikea nollapuoliryhmé, niin
saadaan e,d = d kaikilla «, joten e = ed = d. Niin ollen e € E(S5) ja E(S)
on suljettu. O

Lause 9.24. Olkoon S vasen yksinkertainen, kompakti, Hausdorff, oikea to-
pologinen puoliryhmd, missa A(S) # 0. Tallvin seuraavat vdiitteet pitdvait.

i) E(S) on suljettu.

ii) Maksimaalinen aliryhmd G on suljettu, jos ja vain jos G N A(S) # 0.
Tissd tapauksessa G N A(S) on ryhmd ja GNA(S) = A(G).

iii) Joukon S suljetut maksimaaliset aliryhmdat ovat topologisesti isomorfi-
54a.

Todistus. 1) Olkoon {e,} verkko joukossa E(S), joka suppenee kohti alkiota
e € S. Valitaan miki tahansa s € A(S), ja olkoon G; ja G sellaisia joukon S
maksimaalisia aliryhmié, joilla on identiteetit e; ja es, ettd s € Gy ja e € Gs.
Koska s = se,, kaikilla o, niin saadaan s = se, joten eje = s 'se = s s = ¢,
missi s~! on alkion s kiddnteisalkio ryhméssid G;. Niin ollen

e = ege = ege1e = e9e] = €9 € F(S),

joten E(S) on suljettu.

i1) Oletetaan ensin, ettd G N A(S) # 0 ja olkoon s € G N A(S). Télléin
G = X(9), joten G on suljettu ja A(S) on ryhméd. Nyt myds \;—1 |g on
jatkuva, koska se on injektiivisen jatkuvan kuvauksen A |5 kidnteiskuvaus.
Téten mille tahansa t € A(G), Ay = A\; 0 Ay—1 0 As on jatkuva, joten A(G) =
GNA(S).

Oletetaan sitten, ettd G on suljettu. Koska A(S) # (), niin Gy NA(S) # ()
jollain joukon S maksimaalisella aliryhmélla G1. Nyt A(G1) = A(S) N Gy,
kuten edelld todistettiin. A(S) sisiltdd joukon G; identiteetin e;. Néin ollen
Ae; kuvaa joukon G isomorfisesti joukkoon Gy. Téten A, |g on topologisesti
isoorfinen, jolla on kdénteiskuvaus A, |g,, missd e on joukon G identiteetti.
Koska A., kuvaa joukon S jatkuvasti joukkoon G, niin A\, = A, o A, on
jatkuva. Néin ollen G N A(S) # 0. Tamé todistaa myos kohdan 77). O
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Edellisissa lauseissa késitellian kompakteja oikeita topologisia puoliryh-
mié S, joilla on tiettyjd ominaisuuksia, joiden vuoksi E(S) on suljettu. Kai-
kissa tapauksissa idempotenttien joukko ei kuitenkaan ole suljettu. Aihetta
on tutkittu ja tutkitaan edelleenkin. Esimerkiksi N. Hindman ja D. Strauss
ovat tutkineet aihetta, ja he ovat julkaisseet useita teoksia aiheeseen liittyen.
He ovat esimerkiksi esitelleet seuraavan lauseen, jonka seurauksena saadaan
esimerkiksi se, ettd joukossa SZ minimaalisten idempotenttien joukko ei ole
suljettu.

Lause 9.25. Olkoon S diskreetti laskettavasti ddreton peruuttava puoliryhmd
ja olkoon T joukon S alipuoliryhmd. Tdlloin on olemassa jono {p,}>2, jou-
kon BT minimaaleja idempotentteja, joilla on sellainen ominaisuus, ettd jos
p on mikd tahansa kasaantumispiste joukossa {p,}>2,, niin Sp N S*S* = (.

Lauseessa S* = S\ S ja 5S on Stone-Cech kompaktisointi. Lauseeseen ja
sen seurauksiin voi tutustua tarkemmin esimerkiksi Hindmanin ja Straussin
teoksesta |3, Lause 8.22|. Tamé& on yksi mielenkiintoinen tutkimuksen aihe,
joka on jatkoa tdssid tutkielmassa esitettyihin tuloksiin.
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