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1 Johdanto

Tama pro gradu -tutkielma on osa Oulun yliopiston oppikirjaprojektia, jossa pyritddn
tuottamaan lukion oppimateriaaleja Opetushallituksen Lukion opetussuunnitelman pe-
rusteiden 2019 tavoitteiden mukaisesti [12]. Tassd tutkielmassa keskitytdaan lukiokurssin
MAAG6 "Derivaatta” aloitukseen, ja timadn oppimateriaalin tarkoituksena on luoda hy-
vd pohjaosaaminen opiskelijalle loppukurssia varten samalla motivoiden derivaatan
opiskelun pariin. Derivaatta itsessdan matemaattisen muutoksen ja dynaamisuuden
ilmentyména siilyttdnee aina paikkansa lukion opetussuunnitelmassa, sillda mikapa
olisi pysyvampad kuin muutos; olipa sitten kyseessd opetukselliset ja kasvatukselliset
trendit tai polynomifunktion arvot.

Matematiikan osaaminen on arvostettu taito, mikd ndkyy nykyddn esimerkiksi kor-
keakouluvalinoissa matematiikan ylioppilaskokeesta saatavista pisteistd [8, 11, 16].
Deweyldisen nakemyksen mukaisesti koulun tulee heijastella yhteiskunnallista kehi-
tystd, ja siitd lieneekin ollut kyse, kun ylioppilaskirjoitukset ovat viime vuosina ko-
keneet digiloikan [7, 17]. Matemaattisen osaamisen merkitys ei ole kuitenkaan niissa
jadnyt yhtddn vahemmalle, vaan voisi jopa sanoa, ettd matematiikan ylioppilaskirjoi-
tukset ovat vaikeutuneet — ainakin jos erityisesti pitkdn matematiikan ylioppilasko-
keen arvosanojen pisterajoista vedetdadn johtopaatoksia [21, 22, 23]. Ylioppilaskirjoi-
tuksista on tullut entistd soveltavampia ja enemmaén kokelaan abstraktia ymmarrysta
kuin laskurutiinia mittaavia kokeita. Tdssd oppimateriaalissa pyritddn vastaamaan ta-
hén paineeseen siten, ettd derivaattaan pureudutaan mahdollisimman syville tavoilla,
joilla halutaan tuottaa opiskelijoille maanldheinen, mutta monipuolinen ja syvéllinen
ymmarrys derivaatasta ja sen merkityksestd eri tieteenaloille, kuten fysiikalle ja tek-
nillisille tieteille, unohtamatta derivaatan kiinnostavia ominaisuuksia myos puhtaan
matemaattisen analyysin ndkdkulmasta.

Tata oppimateriaalia laadittaessa on didaktisena punaisena lankana pyritty pitimadan
Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2019 ja ylioppilaskirjoitusten asettamien osaa-
misvaatimusten lisdksi sekd peruskoulun ettd lukion opetussuunnitelman perusteista
lapi paistavia nykyaikaisia oppimiskésityksid ja -malleja [7, 12, 13]. Erityisesti sosio-
konstruktivistinen oppimiskésitys on saanut suuren painoarvon tita oppimateriaalia
laadittaessa, ja tieteelliset artikkelit, joihin tuotettu oppimateriaali perustuu, noudatta-
vat my06s melko pitkélti sosiokonstruktivistisen oppimiskésityksen henked. Keskeisen
roolin tdssd oppimateriaalissa saa myo6s ajan mukainen tehtdvien siahkoisyys, vaikka
tehtdvissa ei suoranaisesti tulekaan olemaan mitddn, mika estéisi ratkomasta tehtavia
my0s perinteisesti kynélld ja paperilla.

Tassd oppimateriaaliassa on pyritty huomioimaan nykyisiin oppimiskésityksiinkin hei-
jastuva sosiaalisten taitojen spektri ja erityisesti tdsséd tapauksessa ensivaikutelman tér-
keys. Kurssin MAA6 ”Derivaatta” aloituksen tulisi olla sellainen, ettd opiskelija innos-
tuu ja kiinnostuu aidosti aiheesta, varsinkin kun huomioidaan, miten merkittava tekija
derivaatta on monilla tieteen ja tekniikan aloilla, joille opiskelija voi lukiosta padstydan
suunnata [2, 3]. Naistd lahtokohdista on syntynyt kurssin avaus, jossa esitelldan he-
ti derivaatan merkitysta muille tieteille, erityisesti fysiikalle. Ensivaikutelman tarkeys
on my0s ulotettu koko ryhmaén kattavalle tasolle, ja tdssd oppimateriaalissa on pyritty
ilmaisutaidollisin keinoin luomaan heti luokkaan ilmapiiri, jossa voidaan ja toisaalta
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osataan keskustella matematiikasta, esittdd omia ndkemyksid ja kumota vadrinkasityk-
sid hyvéassd hengessa.

Mainitusta muutoksen pysyvyydesta huolimatta kirjoittajan harras toive kuitenkin on,
ettd tdssd oppimateriaalissa derivaattaan kdydadn kédsiksi niin maanlédheisesti, yleista-
juisesti ja ennen kaikkea ajattomasti, ettei oppimateriaali meneta tiedollista ja pedago-
gista arvoaan tdysin edes opetussuunnitelman perusteiden vaihtuessa vuosien varrella.
Tassd oppimateriaalissa ei sindlldan ole tarkoitus luoda uutta didaktiikkaa tai keksia
pedagogiikan pyordd uudestaan, vaan tuoda yhteen jo olemassa olevia monipuolisia
tapoja opettaa ja oppia matematiikkaa. Vaikka ajat sekd opetuksen ja kasvatuksen tren-
dit muuttuvatkin, matemaattiset totuudet sdilyvit ja korkeintaan jalostuvat taydelli-
semmiksi versioiksi aikaisemmasta itsestddn. Antoisia hetkid opettamisen ja oppimisen
parissa!



2 Oppikirjan rakenne ja tavoitteet

2.1 Oppikirjan sisdlto

Tama tutkielma muodostaa ensimmaiisen osan seitsemddn osaan jaetusta lukion mate-
matiikan kurssista MAAG6 “Derivaatta” késittden kolme alaotsikkoa:

e Mikd ihmeen derivaatta?
e Erotusosamaédra
e Erotusosamddran raja-arvo

Ensimmadisen osion tarkoitus on toimia kurssin aloituksena, kertoa opiskelijalle kurs-
sin keskeiset sisdllot ja oppimistavoitteet sekd motivoida opiskelijaa tyoskentelemédan
aiheen parissa. Lisdksi ensimmadisessd osiossa on pyritty mahdollisuuksien mukaan
kertomaan derivaatasta ja sen merkityksestd matematiikkaan tukeutuvissa tieteen ja
teknologian sovelluksissa. Kahden seuraavan osion tarkoitus on esitelld derivaatan
kédsitteen madrittelyyn tarvittavat matemaattiset tyokalut erotusosamaééra ja funktion
raja-arvo. Derivaattaa itsessddn pddstdan opiskelemaan timan ensimmadisen osan jal-
keen oppikirjan toisessa osassa, vaikka derivaatan matemaattinen olemus merkintoi-
neen pdivineen paljastetaankin lukijalle jo timan oppimateriaalin alkumetreilla.

Oppimateriaalin tarkoitus on olla kuin matemaattinen illallismenu, jossa esitellddn tu-
lossa olevia asiota ja jonka tarkoitus on herdttdd opiskelijassa tiedonnélkéa tuottamalla
aito halu oppia lisdd derivaatasta. Ensimmainen osio “Mika ihmeen derivaatta” on pe-
rusluonteeltaan leppoisa, eikd varsinaisesti kovin laskennallinen, vaan sen on tarkoi-
tus toimia kurssin sisdltod ja tyokaluja esittelevand osiona, jossa teoria ja tuntitehtavat
eli pohdinnat vuorottelevat muodostaen nousujohteisen kokonaisuuden. Talla tunnilla
my0s harjoitellaan GeoGebran kédyttdd sen derivaattaan liittyvissad sovelluksissa. Osion
lopussa sijaitsevat harjoitustehtivit muodostavat kelvollisen kotitehtdvakavalkadin.

Toisessa osiossa kyseessd on perinteiseen matematiikan oppitunnin muotoon ajettu ko-
konaisuus, jossa vahvaan teoriatykitykseen liittyy jo hieman monimuotoisempia har-
joituksia, jotka soveltuvat nekin hyvin myos kotitehtdviksi. Kolmannen tunnin on tar-
koitus johdatella opiskelija derivaatan ddreen erotusosamééran raja-arvon kautta siten,
ettd oppikokonaisuuden lopuksi opiskelijalle on muodostunut sekéd visuaalinen etta
analyyttinen kuva derivaatasta sekd valmiudet jatkaa kurssilla eteenpédin. Aivan oppi-
materiaalin loppuun on sijoitettu “Yhteenveto ja lisdtietoutta” kokoaa kolmen edellisen
kappaleen keskeiset asiat yhteen sekai tarjoilee lisdtietoa derivaatan historiasta.

Oppimateriaalin sekaan on pyritty ripottelemaan nippelitietoa derivaatasta, matemaat-
tisista aiheista seka kielitietoista opetusta tukevia lisdtietoja esimerkiksi sanojen alku-
peristd. Oppimista ja oppitunteja kuljettaviksi tydkaluiksi on opettajaa ja opiskelijaa
varten kirjaan tehty useita pohdintatehtivii, jotka haastavat opiskelijaa joko suorilla ky-
symyksilld tai uusien kasitteiden pariin johdattelevilla mietintdtuokioilla. Varsinaisen
oppikirjan jalkeen seuraa opettajan opas, jossa annetaan vinkkejd ajankdyttoon seka
tyokaluja opettajalle kdyttdd pohdintatehtdvid sujuvasti osana opetusta sekd hieman
ideoita opetuksen eriyttimiseen, erityisesti ylospdin. Aivan viimeisend tarjotaan vas-
taukset oppikirjan tehtdviin ja muutamaan — etenkin GeoGebraan liittyvaan tehtdavaan
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— annetaan jopa ratkaisuehdotuksia.

2.2 Opetussuunnitelma 2019

Opetushallituksen Lukion opetussuunnitelman perusteissa 2019 kurssi MAA6 ”Derivaat-
ta” on maédritelty kolmen opintopisteen moduuliksi [12]. Tdmé&n oppimateriaalin kan-
nalta erityisesti neljd opiskelijan tavoitetta on keskeisessd asemassa. Kdaydessdan kurs-
sia MA A6 opiskelija:

e tutustuu ilmididen matemaattisten mallien kdyttdytymiseen derivaatan avulla,
e omaksuu havainnollisen késityksen funktion raja-arvosta ja jatkuvuudesta,
e ymmartdd derivaatan tulkinnan funktion muutosnopeutena,

e osaa kdyttdd ohjelmistoja raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan tutkimisessa sovel-
lusten yhteydessa [12].

Tama oppimateriaali on ensimmdinen osa seitsemaan osaan jaetusta lukion matema-
tiikkan pitkdn oppimddran kurssista MAA6 “Derivaatta”, joten materiaali on pitkalti
derivaatan opiskeluun liittyvid valmiuksia tuottavaa ja harjaannuttavaa. Oppimateri-
aalissa painotetaan etenkin funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakertoimen
kiinnostavia ominaisuuksia ja derivaatan visuaalista hahmottamista, silld tarkoitukse-
na on herattdd opiskelijassa aito mielenkiinto derivaatan oppimiseen ja ymmartami-
seen sekd toisaalta tuottaa opetettavalle ryhmaille vahva ja yhteindinen pohja jatkaa
pidemmiille opiskeltavan aiheen parissa.

Harjoitukset, esimerkit ja pohdintatehtdvit on tdssd oppimateriaalissa laadittu Lukion
opetussuunnitelman perusteet 2019 mielessa pitden, perustuen erityisesti didaktisten ar-
tikkelien Habits of Mind ja Collaborative Learning in Mathematics kuvaamiin oppijatyyp-
peihin ja oppimistapoihin [4, 12, 18]. Keskeiseen asemaan on tdssd oppimateriaalissa
nostettu myos Lukion opetussuunnitelman perusteiden laaja-alaisen osaamisen tavoitteet,
ja oppimateriaali on laadittu lukion yleissivistdvéa rooli mielessd pitden. Erityisesti teh-
tavissd on pyritty laaja-alaisista tavoitteista huomioimaan:

e Monitieteinen ja luova osaaminen seka
e Vuorovaikutusosaaminen [12].

Voisi sanoa, ettd timan oppimateriaalin tavoitteena on auttaa opettajaa tekeméaén opis-
kelijoistaan yleissivistyneitd — kunnianhimoisesti voisi jopa todeta valistuneita — ihmisia.
Lisdksi oppimateriaali on laadittu niin, ettd se auttaa opettajaa toteuttamaan kielitie-
toisen opetuksen periaatteita. Matemaattisia ilmauksia ja sanojen alkuperid on avattu

lisiitietojen muodossa, ja oppimateriaali kannustaa keskustelemaan tieteesté tieteen kie-
lell4.

2.3 Ajattelun taidot

"Itseoppinut on ainoa oppinut. Muut ovat opetettuja [14].”

Erno Paasilinnan aforismin voisi ndhdd kuvaavan hyvin nykyisten opetussuunnitel-
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mien henked, silld viime vuosina sekd peruskoulun ettd lukion opetussuunnitelman
perusteissa on painoarvoa saanut oppilaan ja opiskelijan oma aktiivinen rooli oppimis-
prosessissa [12, 13].

Téssd oppimateriaalissa opiskelijan ajatusprosessia oppimisessa ldhestytddn erityisesti
Habits of Mind -artikkelin kuvaamien kolmen oppijatyypin

kautta:

e Visualisoijat (Vizualizers),

e Kokeilijat (Experimenters) ja
e Kuvailijat (Describers) [4].

Visualisoinnissa on kyse matemaattisen tehtdvan tai ongelman piirtdmisestd. Visua-
lisointia voi joko tehdéd joko mielessddn, kynilld ja paperilla tai sopivan ohjelmiston
avulla [4]. Tassd kohti derivaattaa johdattelevassa oppimateriaalissa tarkoitus on eri-
tyisesti keskittyd funktioiden ja niiden kuvaajien tangenttien kulmakertoimien visuali-
sointiin, sekd kulmakertoimista saatavaan tietoon. Tama ajatus ndkyy kautta linjan ko-
ko oppimateriaalissa, ja oppimateriaalin kymmenestd kotitehtdvéastakin vain kaksi on
sellaista, joihin ei liity visualisointia. Tarkoituksena on osoittaa opiskelijalle, miten teh-
tavan hyvén visualisoinnin kautta voi pédédstd uusien matemaattisten ominaisuuksien
ja sddntojen jdljille. Esimerkiksi funktion jatkuvuuteen otetaan tdssd oppimateriaalissa
hyvin vdhdn kantaa, mutta materiaalin viimeisessd pohdinnassa A.31 sitd pyritadn ka-
sittelemddn kuvan keinoin siten, ettd opiskelijalle jad ennen kaikkea selked visuaalinen
ymmarrys funktion jatkuvuuden merkityksestd derivaatalle.

Kokeileminen on opiskelutapa, jossa opiskelijoille annetaan tehtdvéksi vapaasti muut-
taa lausekkeita esimerkiksi manipuloimalla muuttujien arvoja ja vakioiden suuruutta.
Tarkoituksena on, ettd opiskelija saavuttaa osin yrityksen ja erehdyksen kautta lisdd
tietoa kasilld olevasta matemaattisesta ilmiostd tai ongelmasta [4]. Tdssd oppimate-
riaalissa kokeileminen nikyy etenkin GeoGebraan liittyvissa harjoitustehtdvissa 6, 8,
joissa esimerkiksi liukusddtimilld tutkitaan pisteiden x; ja x keskindisen etdisyyden
vaikutusta erotusosaméédrdan arvoon sekd tehtdvissd, joissa etsitddn yksinkertaisimpia
derivoimisddntdja kuten pohdinnoissa A.29 ja A.30 sekd harjoitustehtdvissd 9 ja 10.

Kuvaileminen oppimisen mallina ldhtee liikkeelle siitd, ettd matematiikka on ennen
kaikkea kieli. Matematiikan avulla voi kuvata monia ilmiotd, mutta joskus jokaisella
tulee sellainen tilanne vastaan, ettei pysty selittimédan jotain uutta asiaa tai ilmiota ilman
uutta tietoa ja uusia kisitteitd. Matemaattiset kisitteet, notaatiot ja symbolit ovat kaikki
syntyneet tarpeeseen kuvailla jotain uutta [4]. Tassd oppimateriaalissa opiskelijoille
halutaan tuottaa tuo tarve derivaatan suhteen, muun muassa dialogipohdintoja A.1,
A.14 ja A.22 apuna kdyttamalld. Kuvailemista kdytetddn myos keinona luoda tarve
raja-arvolle, silld pohdinnoissa A.20 ja A.21 opiskelija joutuu kuvailemaan annettussa
tilanteessa tapahtuvia asioita ja pohtimaan, miten muuttujan arvojen x; ja x, valinta
vaikuttaa erotusosamdééran tulkintaan. Kuvaileminen ldhestymistapana oppimiseen
kuvataan seké artikkelissa Habits of Mind ettd artikkelissa Context problems in realistic
mathematics education: a calculus course as an example [4, 6].



2.4 Tehtavatyypit

Oppikirjan rakenteessa tehtdvineen pdivineen on pyritty nousujohteiseen kokonaisuu-
teen, ja tdssd oppikirjan ensimmadisessd osassa pyritddn luomaan hyvéa pohja tulevien
osien opiskelua varten. Opiskelijaa pyritddn motivoimaan derivaatan opiskelun pariin
esittelemalld matematiikkaan ja fysiikkaan liittyvid, helposti arkijérjelld ldhestyttavia
tehtdvid, joiden ratkaisemiseen derivaatta tarjoaa hyvia tyokaluja. Tehtdvien asettelussa
on pyritty huomioimaan erilaiset tavat oppia ja kiinnittdd huomiota asioihin.

Osa tehtdvistd on laadittu hyvin perinteisind matematiikan tehtdvind, osassa puoles-
taan haastetaan opiskelijaa (ja miksei opettajaakin) jopa heittdytyméaan esittavan taiteen
pariin! Opiskelijoiden syvillisempi ymmarrys ilmidistd halutaan mahdollistaa johdat-
televien pohdintatehtdvien avulla, joille on tyypillistd noudattaa Malcolm Swanin ar-
tikkelissaan Collaborative Learning in Mathematics (2006) esittdimid oppimisen malleja
[18]. Tahdn oppimateriaaliin valitut tehtavatyypit ovat

e eri esitystapojen yhdistaminen ja vertailu (interpreting multiple representations),
e matemaattisten viitteiden analysoiminen (evaluating mathematical statements) ja
e paittelyn ja ratkaisujen analysointi (analysing reasoning and solutions) [18].

Eri esitystapoja vertailevissa tehtdvissa pyritddn erityisesti tuomaan opiskelijoille esille,
miten sama asia voidaan matematiikan kielelld kertoa monin eri tavoin sekd pyritdan
tuottamaan opiskelijoille kyky tunnistaa ja tulkita matemaattisia ilmiditd eri tavoin ku-
vattuna. Lisdksi pyritddn siihen, ettd opiskelija osaa valita tilanteen mukaan parhaiten
sopivan esitystavan. Eri esitystapoja voidaan kdyttdd myos virheellisten kéasityksien
korjaamiseen siten, ettd opiskelijan on tunnistettava kahdesta esitystavasta toinen vaa-
réksi ja toinen oikeaksi sekd pystyttdvéd perustelemaan valintansa [18].

Eri esitystapojen yhdistdmisestd ja vertailusta toimivat hyvind esimerkkeina harjoitus-
tehtdvat 2 ja 7 sekd pohdinta A.22. Harjoitustehtdvassa 2 opiskelijan tulee verrata kahta
samaa tilannette esittdvdd keskenddn erilaista kuvaajaa ja pyrkid 16ytdimaan niiden
tarjoamasta informaatiosta samankaltaisuuksia tai eroavaisuuksia. Harjoitustehtédvas-
sa 7 opiskelijan tulee perehtya erotusosaméaran merkitykseen fysiikassa yhdistamalla
keskenddn suureet, niiden symbolit, méarittelyssa kaytettdvat erotusosamdarit ja mer-
kitykset keskendan. Pohdinnassa A.22 opiskelija joutuu kahden kuvaajan ja dialogin
pohjalta perustelemaan, miksi toisen keskustelijan tapa ymmartdd ilmiota samoista
lahtokohdista on virheellinen, mutta toisen ei.

Matemaattisten vditteiden analysoiminen on myos keskeisessd asemassa tdssd oppi-
materiaalissa, mutta se ei saa niin suurta painoarvoa kuin ensimmadinen ja kolmas teh-
tavatyyppi. Tavoitteena on, ettd etenkin pohdintatehtdvissd haastetaan opiskelijoiden
késityksid matematiikasta ja pyritddn luomaan selkeitd ristiriitoja vadrien kisitysten
ja oikeiden késitysten vilille, jolloin oikeat késitykset tulevat perustelluiksi oikeiksi ja
vadrat vddriksi. Tehtdvien tarkoitus on syventda opiskelijan ymmarrystd opeteltavasta
asiasta haastamalla opiskelija perustelemaan matemaattisia vditteitd tai osoittamaan
niiden paikkansapitimattomyys [18].

Viitteiden analysointi tulee vastaan jonkin verran uuteen aiheeseen johdattelevissa
pohdinnoissa A.1, A.14 ja A.22, sekd pohdintatehtdvassad A.9, jossa opiskelijan tulee ot-
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taa kantaa vditteen muodossa esitettyyn ajatukseen matematiikasta. Keskeistd viittei-
den analysoinnissa olisi tutkia vditteen esittdimaa tilannetta esimerkiksi véitteen visua-
lisoinnin keinoin ja pyrkid 16ytdméaan mahdollinen ristiriita véitteen ja todellisuuden
valilla.

Oppitunteja ajatellen ajallisesti suuren painoarvon saa myos péattelyn ja ratkaisujen
analysointi, silld se on oikeastaan tieteellisen matematiikan sydén ja sielu. Tat4 tehtdva-
tyyppid edustavat tdssd oppimateriaalissa erityisesti pohdintatehtivit. Matemaattisten
prosessien ja ajattelutapojen ymmartaminen on hyvin tarkead, mikéli haluaa kyeta so-
veltamaan matematiikkaa, joten pééttelyyn ja analysointiin tahtdavit tehtavat on laa-
dittu siten, ettd niitd ratkoakseen opiskelijan tulee olla sinut tdtd kurssia edeltdvien
matematiikan kurssien kanssa.

Paattelyn ja ratkaisujen analysointia esiintyy etenkin uuteen aiheeseen johdattelevissa
dialogimuotoisissa pohdinnoissa A.1, A.14ja A.22, joissa on esitetty oppitunnin aihee-
seen liittyva vuoropuhelu. Tyypillinen tehtdvanasettelu on ndissa dialogipohdinnoissa
tdma: tehtdva on kirjoitettu sokraattisen keskustelun muotoon, mutta vastuu keskuste-
lun dlyllisestd lopputulemasta jatetddn ainakin osittain opiskelijalle. Opiskelijan tulee
siis kyetd analysoimaan keskustelussa esitettyjd argumentteja sekd niiden perusteella
kyetd johtamaan itselleen uutta tietoa matematiikan maailmasta.



3 Oppimateriaalien perustelu

3.1 Sosiokonstruktivistinen oppimiskasitys

Tata oppimateriaalia tehtdessd on tukeuduttu nyt kasvatustieteen piirissé laajasti val-
lalla olevaan sosiokonstruktivistiseen oppimiskésitykseen, joka heijastuu tilld hetkelle
vahvasti sekd peruskoulun ettd lukion opetussuunnitelman perusteisiin ja jossa kes-
keistd on opiskelijan oma aktiivinen rooli oppimisprosessissa [12, 13]. Reijo A. Kauppi-
lan kirjassa Ihmisen tapa oppia — Johdatus sosiokonstruktivistiseen oppimiskisitykseen (2007)
oppiminen esitetddn siten, ettd se voidaan ndhda sekd yksilollisend ettd yhteisolli-
send ymmarryksen ja osaamisen luomisena [10]. Opiskelijan tietojen ja taitojen ndh-
dédédn karttuvan vuorovaikutuksellisissa tilanteissa opettajan, muiden opiskelijoiden ja
ympadriston kanssa. Sosiokonstruktivistinen oppimiskésitys kannustaa opettajaa saat-
tamaan oppilaansa itseohjautuvuutta ja yhteistoimintaa vaativien oppimistilanteiden
pariin sekd arvioimaan omaa oppimistaan ja myos opettelemaan oppimista. Merkityk-
sellistd tdssd oppimiskésityksessd on, ettd ihmiset yhdesséd luovat yhteistd ymmarrysta
maailmankaikkeudesta, ja toisaalta vanhaa tiedollista konstruktiota haastetaan uusis-
sa vuorovaikutteisissa tilanteissa, ja juuri timén ajatustenvaihdon kautta saavutetaan
uusi yhteisymmarrys ymparoivien ilmididen luonteesta. [10].

Sosiokonstruktivistinen oppimiskasitys tulee tdssda oppimateriaalissa ilmi etenkin op-
piainerajojen ennakkoluulottomana rikkomisena, kontekstiongelmina ja kirjassa oppi-
mista johdattelevina pohdintoina, joiden tarkoitus on juurikin haastaa opiskelijaa itse
pohtimaan matemaattisten ilmitdiden syy- ja seuraussuhteita sekd herdttamaan luokas-
sa vuoropuhelua sekd opiskelijan ja opettajan, mutta myos opiskelijan ja toisen opiske-
lijan vlille. Taman oppimateriaalin keskeisin tarkoitus johdatuksena kohti derivaatan
kasitettd on nimenomaan tarjota opiskelijalle uutta tietoa ja ndkokulmaa analyyttisesta
tavasta ldhestyd matemaattisia ongelmia, mutta myds herédttda ristiriitoja mahdollisen
vanhan vddrdn tiedon suhteen ja ndin saada aikaan syvilliset valmiudet opiskella ja
oppia derivaattaa ja derivoimista siind laajuudessa kuin se on lukion kurssin MAA6
puitteissa tarpeen.

Kirjassaan Ihmisen tapa oppia (2007) Kauppila korostaa sosiaalisen vuorovaikutuksen
vastavuoroisuutta vaikutuksen voimakkuutta lisddvana tekijana [10]. Tassd oppima-
teriaalissa on ldhestytty sosiaalisia verkkoja oppimisen osatekijoind korostavaa sosio-
konstruktivistista oppimiskésitystd ndytelman keinoin, silld néytelty tilanne sisdltdaa
sosiaalista vuorovaikutusta, oli se sitten todellista tai ei. Naytelmd on luotu tdssa ai-
nerajoja rikkovaksi Swanin artikkelissa esitetyn eri esitystapojen yhdistiminen ja vertai-
lu mukaiseksi tehtavatyypiksi [18]. Tyypillisessa luokkahuonetilanteessa opettaja voi
haastaa opiskelijoiden ennakkokésityksid niin sanotusti “"kyselemalld tyhmid” pyrkien
ndin luomaan ristiriitoja oletettujen ja tiedettyjen asioiden vélille. Tdassd oppimateriaa-
lissa on mukana aina uuden osion aloittava ndytelmétyyppinen vuorosanat sisaltava
véittelytilanne, jonka tarkoitus on antaa opiskelijoille mahdollisuus osallistua aktiivi-
semmin opetukseen olemalla osa sitd. Naytelman tyypillinen skenaario on tama: kaksi
henkil6a viittelee matematiikkaan liittyvéstd aiheesta tai ongelmasta, ja ndytoksen jal-
keen katsojien tulisi voida perustella, oliko jompikumpi oikeassa tai vadradssd, ja milla
tavalla. Tdlla tehtdavatyypilld pyritddn yhdistimddn siis sekd oppimisen sosiaalinen
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puoli ettd ainerajat ylittdvd monialainen osaaminen.

3.2 Ainerajat ylittiva oppiminen

Tassa oppimateriaalissa keskeinen piirre on erityisesti fysikaalisten ilmiéiden hyddyn-
taminen derivaatan opettamisen ldhtokohtana. Tavoitteena on, ettd opiskelija ymmar-
tdd jo kurssin alkumetreilld, mihin derivaattaa tarvitaan ja miksi se on merkittava kéasite
niin monelle tekniikan ja luonnontieteen alalle [2, 3]. Tamdn oppimateriaalin lahtokoh-
ta on opiskelijan motivoiminen ja tiedonjanon tunteen tuottaminen heti alkukurssista,
jolloin opiskelijassa ldhtee kdyntiin sosiokonstruktivisten oppimiskéasityksen mukai-
nen oppimisprosessi.

Puhtaan matematiikan kauneutta ymmartaméaton pragmaatikko voisi sanoa, ettd fy-
silkkka antaa matematiikalle tarkoituksen. Monella luonnontieteellisteknilliselld alalla
ndin onkin, ja tdssd oppimateriaalissa on pyritty huomioimaan se tosiasia, ettd suurim-
malle osalle lukion pitkdn matematiikan lukeneista opiskelijoista matematiikka tulee
olemaan ”vain” oman alan tyokalu, ei niinkaéan itse tarkoitus [2, 3, 9]. Tdssd oppima-
teriaalissa tehtdavat on laadittu niin, ettd niissd huomioidaan kurssin keskeisin sisalto,
derivaatta, pitden samalla mielessd mahdollisimman paljon sopivia lukion matematii-
kan ja fysiikan yhtymékohtia. Fysiikan yleisistd tavoitteista osana matematematiikan
opetusta on tdssd oppimateriaalissa pyritty huomioimaan erityisesti, ettd opiskelija:

e perehtyy fysiikan soveltamiseen monipuolisissa tilanteissa, kuten luonnossa, elinkei-
noeldmadssd, jarjestoissa tai tiedeyhteisdissd ja

e ymmartdd luonnontieteellisen tiedon luonnetta ja kehittymistd seka tieteellisid tapoja
tuottaa tietoa [12].

Pyrkimys on, ettd tima oppimateriaali syventdd opiskelijan ymmarrystd lukion fysiikan
ensimmadisen, kaikille lukiolaisille pakollisen kurssin FY1 “Fysiikka luonnontieteend”
sisdlloistd ja niiden matemaattisesta merkityksestd. Tassd oppimateriaalissa nostetaan
esille erityisesti kurssin FY1 keskeisistd sisdlloista:

e mittaaminen, tulosten kerddminen, niiden esittiminen graafisesti ja luotettavuuden
arviointi seka

e graafinen malli ja lineaarinen malli [12].

Naita sisdllollisia tavoitteita kdytetddn tdssa oppimateriaalissa tuomaan konkretiaa ma-
temaattisten késitteiden ja ilmididen opettamiseen. Tavoitteena on, ettd opiskelija saa
ndin kurssin MAAG6 alusta asti selvdn ja kurssia varten motivoivan kuvan derivaatan
merkityksestd matematiikalle ja muille tieteille.

Dialogimuotoon kirjoitettua filosofista keskustelua kaytettiin jo antiikin aikana muun
muassa Platonin toimesta opetustapana sekd keinona kirjoittaa filosofisia pohdintoja
muistiin hyvin aikaa kestdvdaan muotoon. Nyt yli kaksituhatta vuotta mydhemmin tas-
sd oppimateriaalissa on pyritty esittelemaan opiskelijalle klassisen sokraatisen dialogin
voima (ja toisaalta hauskuuskin) siten, ettd hieman epatyypillisesti matematiikan ope-
tukselle opiskelijaa haastetaan myd6s ilmaisutaidollisten tehtdvien pariin. Oppimista
kuljettavista pohdinnoista osa on pyritty laatimaan niin, ettd niiden pohjalta voidaan
jdrjestdd pienimuotoisia vdittelyitd, ja jokaisen uuden kappaleen aloittaa sokraattisen
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keskustelun muotoon kirjoitettu ndytelty vdittelytilanne (pohdinnat A.1, A.14ja A.22),
jonka oppilaat voivat esittdd ilman sen suurempia valmisteluja.

Naiden ilmaisutaidollisten tuokioiden on tarkoitus vahvistaa opiskelijan kykya kayda
keskustelua matematiikasta ja matemaattisista ongelmista kdyttden oikeita ja tdsmal-
lisid termejd, opettaa esittdmistd ja esiintymistd sekd sisadllyttdd opetukseen luonte-
vasti Lukion opetussuunnitelman perusteiden mukainen jokaiselle oppiaineelle omi-
nainen kielitietoisuuden taso [12]. Lukion opetussuunnitelmassa didinkielen kurssien
AI3 "Vuorovaikutus 1”7, AI7 “Vuorovaikutus 2” ja AI9 ”Vuorovaikutus 3” tavoitteiksi
esitetddn, ettd opiskelija:

e lisdd viestintdrohkeuttaan, syventda viestijakuvaansa sekd kdsitystddan kielestd ja iden-
titeetistd,

e kehittdd esiintymistaitojaan sekd kykyddn tuottaa erilaisia puhuttuja teksteja myos
digitaalisissa ympaéristoissd,

e syventdd kykyddn analysoida ja arvioida puhuttuja tekstejd ja audiovisuaalista vies-
tintaa ja

e monipuolistaa erityisesti jatko-opinnoissa ja tydeldmaéssa tarvittavia vuorovaikutus-
taitojaan [12].

Tédssd oppimateriaalissa nditd tavoitteita pyritddn hyddyntiméddn Swanin artikkelin
Collaborative Learning in Mathematics (2006) esittdmien oppimismallien ndkokulmas-
ta [18]. Erityisesti ilmaisutaidollisissa tehtdvissd painottuu matemaattisten véitteiden,
paéttelyn ja ratkaisujen analysoiminen.

3.3 Kontekstiongelmat ja RME

Artikkelissaan Context problems in realistic mathematics education: a calculus course as an
example (1999) didaktikot Koeno Gravemeier ja Michiel Doorman esittdvit, ettd dif-
ferentiaalilaskennan opetuksessa on mahdollista ldhted liikkeelle niin sanotuista kon-
tekstiongelmista (engl. context problems), joissa tarkoitus on esittdd uusi matemaatti-
nen pulma tutussa ymparistdssa [6]. Samalla voidaan esimerkiksi perehtyd ongelman
historiallisiin ldhtokohtiin. Hyvé tyypillinen ldhtokohta kontekstiongelmalle on jokin
opiskelijoille tuttu fysikaalinen ilmio. Tdssd materiaalissa opiskelijoita johdatellaan de-
rivaatan késitteen pariin pohtimalla, mikd on kiihtyvyyden matemaattinen merkitys
nopeudelle. Ajatuksena kontekstiongelmissa on tuottaa opiskelijoille aito tarve deri-
vaatan kasitteeseen, kun heiddn vanhalla osaamisellaan esimerkiksi auton nopeutta
kuvaavan yhtdlon késitteleminen ei onnistukaan tyydyttavéllad tavalla. Tehtdvan aset-
telulla pyritdén siis tilanteeseen, jossa opiskelijalle syntyy sisdinen motivaatio uuden
asian oppimiseen pelkdn ulkoisen sijaan.

RME eli Realistic Mathematics Education viittaa opetustapaan, jossa matematiikan ope-
tuksessa kdytettavat esimerkit ovat todellisia ongelmia, esimerkiksi historiallisia sel-
laisia [6]. Tavoitteena on, ettd opiskelijoiden oppimisprosessi mukailee muinaisten tie-
teentekijoiden ajatuksenjuoksua uusien matemaattisten ominaisuuksien keksimises-
sd. Esimerkiksi oppimateriaalin ensimmdinen harjoitustehtdvéa 1 esittelee opiskelijal-
le Nicole Oresmen ajatuksenjuoksua nopeuden graafisesta kuvaamisesta, mutta tuo
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esille my0s siihen liittyvid ongelmia. My0s harjoitustehtdvissd 2, 4 ja 5 kdytetdan ku-
vaajia, joissa opiskelijalle tutut suureet matka, nopeus ja aika esiintyvat luontevissa
tilanteissa. Pohdintatehtdvéssa A.19 opiskelija tutustuu erotusosaméérian keskeiseen
merkitykseen fysiikassa ja erityisesti perusmekaniikassa.

Nailla tehtavilld pyritddn opiskelijan omaan aktiiviseen rooliin oppimisessa. RME-
lahtoisessd opetustavassa ajatellaan, ettd todelliset ongelmat opetuksen ldhtokohtina
parantavat myos opiskelijan mahdollisuutta ottaa roolia opetuksessa, silld ongelman
ollessa todellinen, opiskelijan on helpompi kdyda siitd vuoropuhelua opettajan ja mui-
den opiskelijoiden kanssa [6]. T4lloin oppiminen tapahtuu parhaimmillaan sosiokon-
struktivistisen oppimiskédsityksen mukaisessa halutussa vuorovaikutteisessa viiteke-
hyksessd. Nakokulmaa voisi RME:hen voisi avata esimerkiksi sanomalla Paasilinnaa
mukaillen tavoitteen olevan, etteivit opiskelijat olisi opetettuja, vaan oppineita [14].

3.4 Opiskelijoiden tyypilliset lihestymistavat derivaattaan

Mark Asialan, Jim Cottrillin, Ed Dubinskyn ja Keith E. Schwingendorfin tutkimuksessa
The Development of Students” Graphical Understandingof the Derivative (1997) saatiin selvia
viitteitd siitd, ettd opiskelijjoilla on karkeasti kaksi tapaa ldhestyd derivaattaan liittyvia
tehtavid [1]. Nama tavat ovat ovat graafinen ja analyyttinen.

Graafista ratkaisutapaa kayttavat opiskelijat 1dhtevit tehtdvien ratkaisemisessa liiken-
teeseen piirtamalla pisteitd graafille, pyrkien sitten ratkaisemaan pisteiden avulla muo-
dostetun sekantin kulmakertoimen. Erotusosamédran raja-arvon késitettd he ldhesty-
vat tdssd ratkaisutavassa viemalld valittuja pisteitd “1dhemmads ja lahemmas” toisiaan,
jolloin sekantista muodostuu oleellisesti tangentti sille pisteelle, johon liittyvdstd ku-
vaajan tangentin kulmakertoimesta oltiin alunperin kiinnostuneita [1].

Analyyttista ratkaisutapaa kadyttavit opiskelijat puolestaan aloittavat derivaatan méaa-
rittdmisen laskemalla keskiméddrdistd muutosnopeutta funktion arvoille halutun pis-
teen ympadristossd korkeus- ja leveyskoordinaattien osamddran avulla. Seuraavaksi
heidédn tavassaan ajatella kutistetaan valittujen pisteiden keskindistd vélimatkaa niin,
ettd se ldhestyy nollaa. Lopputuloksena he mieltdvit saaneensa muuttujan ja sen saa-
mien arvojen hetkellistd muutosnopeutta kuvaavan raja-arvon, toisin sanoen funktion
derivaatan kysytyssad pisteessa [1].

Graafisen ja analyyttisen ratkaisutavan kayttdjien polku derivaatan arvoa kohti on
siis hyvinkin samanlainen, silld kumpaankin kuuluu vahvasti ajatus derivaatasta ero-
tusosamddran raja-arvona. Keskeisin ero ndissd opiskelijatyypeissa on se, ettd graafista
ratkaisutapaa kédyttavien opiskelijoiden voisi ajatella omaavan enemmaén Habits of Mind
-artikkelin mukaisen visualisoivan oppimistavan mukaisia piirteitd, kun taas analyyt-
tista ratkaisutapaa kdyttavien puolestaan voisi ajatella omaavan enemman kuvailevan
oppimistavan piirteita [4].

Tassd oppimateriaalissa pyritddn tarjoamaan opiskelijoille pilkahduksia kummasta-
kin ldhestymistavasta yhdessé ja erikseen. Tavoitteena on, ettd timén kurssin MAA6
aloittavan oppimateriaalin opiskeltuaan kumpikin ldhestymistapa derivaattaan tuntuu
opiskelijasta luontevalta siirryttdessa kurssilla ja oppikirjassa eteenpdin.
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Graafista ratkaisutapaa ja siihen liittyvda erotusosamdédran raja-arvon késittelyd on tas-
sd oppimateriaalissa ldhestytty erityisesti sekanttiin liittyvissa tehtdvissad, kuten poh-
dinnoissa A.14, A.20 ja A.21, seké harjoitustehtdvissa 3, 4, 5 ja 8. Ndissa tehtdvissa lah-
detddn liikkeelle ajatuksesta, jossa siirtyminen alussa esitetystd tangentista sekanttiin
oikeutetaan sekantin méaaritelmalliselld ja laskennallisella helppoudella, seké ajatuksel-
la siitd, ettd sopivasti valituilla muuttujan arvoilla x; ja x, sekantti antaa erittdin hyvan
— ellei taydellisen — approksimaation tangentille kulmakertoimineen.

Analyyttista ratkaisutapaa tdssd oppimateriaalissa ldhestytddn sekd tangenttiin etta
sekanttiin liittyvissd tehtdvissd. Oppimateriaalin aloittava kappale ldhestyy muutosta
monin paikon keskiméddrdisen muutosnopeuden kautta, esimerkiksi pohdinnoissa A.6
ja A.10 seka harjoitustehtdvdssa 1 funktion arvojen muutosta tutkitaan juurikin tassa
keskimddrdisen muutoksen valossa. Toisiaan ldhelld olevien pisteiden avulla lasket-
tavaan keskimdardisen muutoksen suuruuteen liittyvddn matematiikkaan vilkaistaan
my06s pohdinnassa A.14, jossa roolihahmot Anja ja Eila tuskailevat tangentin piirtami-
seen liittyvien haasteiden kanssa.

Graafisen ja analyyttisen ratkaisutavan tehtdvien lopputuleman pitdisi kuitenkin olla
sama ja selked: Oppimateriaalin opiskeltuaan opiskelija ndkee erotusosamdaran raja-
arvon samana asiana tangentin kulmakertoimen kanssa ja hahmottaa siten, miksi de-
rivaatta méadritelladn erotusosaméaaran raja-arvona.

3.5 GeoGebran kaytto derivaatan opetuksessa

Geometrialta ja algebralta yhdistelmdnimen saanut GeoGebra on ilmainen, Java-
pohjainen, symbolinen, vapaan ldhdekoodin CAS-laskinohjelmisto (computer algebra
system), jossa on erinomainen mahdollisuus visualisoida ja laskea matematiikkaa moni-
puolisesti kaikilla kouluasteilla. GeoGebran kehittdmisen aloitti Markus Hohenwarter
2000-luvun alussa ja kehitystyo jatkuu edelleen [5]. Ylioppilaskoejdrjestelméssa koke-
laan kdytossd ovat GeoGebran versiot 5ja 6, ja lukioaikana opiskelija voiladata ne ilmai-
seksi tietokoneelleen tai vastaavalle laitteelleen osoitteesta http://www.geogebra.org
[20].

GeoGebralle tunnustusta opetusvilineend antaa muun muassa Ljubica Dikovi¢ artik-
kelissaan Applications GeoGebra into Teaching Some Topics of Mathematics at the College
Level (2009) nostaen GeoGebran hyviksi ominaisuuksiksi

o kdyttdjaystavillisyyden,

e rohkaisun kokeilemiseen,

e muuttujien arvojen helpon varioinnin,

e yhteisollisen oppimisen ja

e matematiikan opettamisen visualisoinnin helpottamisen [5].

Dikovi¢ ei kuitenkaan tyydy listaamaan pelkkid erinomaisia, sosiokonstruktivistiseen
oppimiskésitykseen sopivia puolia GeoGebrasta ja sen kdytostd opetuksessa, vaan nos-
taa esille my0s sovelluksen paikalliset puutteet pedagogisena tyovilineend. Dikovié
kertoo GeoGebran ongelmakohdiksi muun muassa
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e aikaisemman ohjelmointikokemuksen tarpeen joissain toiminnoissa,

e osalle opiskelijoista soveltumattoman itsendisen tyon maaran,

e heikot mahdollisuudet animaatioiden tuottamiseen ja

e toistaiseksi vahdisen tutkimustiedon GeoGebran vaikutuksesta oppimiseen [5].

Tatda oppimateriaalia kirjoitettaessa Dikovi¢in tutkimus on jo 11 vuotta vanha, mikéd on
tietoteknisten sovellusten kohdalla paljon. Pedagogisessa mielessd Dikovié¢in huoli itse-
ndisen tydn sopimattomuudesta joillekin oppilaille on kuitenkin aiheellinen ja edelleen
ajankohtainen. Vaikka nykyisissd Lukion opetussuunnitelman perusteissa lukio-opiskelija
ndahdédankin hyvin itsendisend ja aktiivisena tiedonhankkija, voidaan kyseenalaistaa,
onko jokaisella lukioon tulevalla opiskelijalla riittdvésti valmiuksia tai edes halua ol-
la oman oppimisensa herra tai rouva. Tdysin tuntematon ei ole sellainenkaan ilmid,
jossa nuori on paatynyt lukion penkille, koska ei ole aikaisemman heikon koulume-
nestyksenséd takia muualle pddssyt [15]. Tassd oppimateriaalissa onkin pyritty siithen,
ettd opiskelijaa opastetaan GeoGebran kayttoon liittyvissd tehtdvavissa ja esimerkeis-
sd kuvallisten ohjeiden kera aina, kun kdyttoon otetaan jokin kurssin kannalta uusi
ominaisuus.

Téassd oppimateriaalissa esiintyvit kuvaajat on ldhtokohtaisesti piirretty GeoGebral-
la Classic 6:lla ja sitd oletetaan kdytettdvan myos tehtdvien ratkaisemisessa, vaikka
muitakin vaihtoehtoja varmasti on olemassa. Tehtdvit on pyritty laatimaan niin, ettd
esimerkiksi ohjelmointikokemusta ei vaadita, vaan opiskelija parjda kayttoliittyman
tyypillisimmilld toiminnoilla mahdollisimman pitkélle. Tavoitteena on ollut, ettd Geo-
Gebran kdytto ei olisi tehtdvissd sen vaikeampaa kuin kynén ja paperin kiyttaminen ja
ettd GeoGebraa kayttamalld saataisiin tuotua sellaista visuaalisuutta opetukseen, johon
perinteisesti ei ole vihkon sivulla helposti pystytty.

GeoGebrassa hyvin yhdistyva funktioiden analyyttinen ja graafinen kasittely tekevat
siitd kiitettdvan alustan juuri derivaatan opettamiseen ja opiskeluun. Nellie C. Ver-
hoefin, Fer Coendersin, Jules M. Pietersin, Daan van Smaalenin ja David O. Tallin
nimenomaan derivaatan opetukseen liittyvdssa tutkimuksessa Professional development
through lesson study: teaching the derivative using GeoGebra (2013) havaittiin, ettd Geo-
Gebran avulla opiskelijat ovat jopa itse voineet keksid geometriaan liittyvid lauseita ja
niiden todistuksia [19]. Tdssd oppimateriaalissa opiskelijoille annetaan mahdollisuus
tutkia derivoinnin sédnnénmukaisuuksia erityisesti pohdinnassa A.30 seké harjoitus-
tehtdvissa 3 ja 10.

Verhoefin ja kumppaneiden tutkimusta vastaan voi kuitenkin suhtautua sikali varauk-
sellisesti, ettd tutkimukseen osallistunut opettajaryhma oli melko pieni (n = 7). Lisdk-
si opettajien tyokokemuksessa oli selkeitd maéaréllisid eroja, silld se vaihteli yhdesta
vuodesta 23 vuoteen [19]. Kvalitatiivisena tutkimuksena Verhoefin ja kumppaneiden
tutkimus nosti kuitenkin hyvid huomiota pintaan ajatellen tulevaa oppimateriaalia.
Opettajat olivat muun muassa kokeneet GeoGebran hyodylliseksi:

e oppilaiden vaarinkasitysten havaitsemiseen ja korjaamiseen,
e visuaalisuuden lisddmiseen opetuksessaan,

e funktion paikallisen kédyttdytymisen tutkimiseen (Zoom-toiminto) ja
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e derivoimissddntdjen intuitiiviseen havainnollistamiseen. [19]

Lisdksi tutkimuksessa nostettiin esille, miten opettajat kokivat GeoGebran yleisesti ri-
kastuttavan heiddn matematiikan opetustaan [19]. Taméan oppimateriaalin kannalta
keskeisintd tutkimuksen antia ovat visuaalisuuden lisiidminen opetuksessa ja funktion pai-
kallisen kiiyttiytymisen tutkiminen, jotka oikeastaan vieldpa liittyvét kiintedsti toisiinsa.
GeoGebran Zoom-toiminto antaa helpon mahdollisuuden ldhestyad mita vain jatkuvan
funktion graafilla olevaa pistettd mielivaltaisen ldhelle, ja ndin tekemaélld saadaan mi-
kéd tahansa derivoituva kdyrd ndayttimaan paikallisesti suoralta, jolloin opiskelijalla
on kuvan kautta helppo mahdollisuus ymmartdad erotusosaméérédn raja-arvon yhteys
funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakertoimeen halutussa pisteessa.

GeoGebra siis tuo opetukseen uusia ja vaivattomia mahdollisuuksia, mikéli tilannet-
ta verrataan derivaatan opettamiseen pelkdn kyndn ja paperin avulla. GeoGebralla
voidaan derivaattaa havainnollistaa siten, ettd funktion tiettyyn pisteeseen piirrettya
tangenttia voidaan tutkia tarkentamalla kuvaa kohti kysyttyd pistettd kdytdnnossa
mielivaltaisen ldhelle, jolloin mikéa tahansa derivoituvan funktion kuvaaja nayttaa pai-
kallisesti tangenttisuoran suuntaiselta [19]. Ndin opiskelijoille voidaan luoda vahva
visuaalinen mielikuva siitd, mitd derivaatta tarkoittaa kdytdnnossa. Perinteiseen ma-
tematiikan opetukseen verrattuna tdssa yllattavintd on se, ettd ainakin teoriassa deri-
vaatan késite olisi mahdollista opettaa nédin jopa kokonaan ilman erotusosamdaran tai
raja-arvon kasitetta!

Tutkimuksessa haastatelluista opettajista useampi toi esille derivoimissddntdjen intui-
tiivisuuden opiskelijoille, kun niitd ldhestytddn visuaalisesti GeoGebralla kuvaajien tut-
kimisen kautta [19]. Tdssd oppimateriaalissa on pyritty korostamaan visuaalisuuden
merkitystd kuvaajien kdyttaytymisen tutkimisessa ja tavoitettaana on ollut GeoGebran
monipuolinen kaytto tdssad tarkoituksessa. Esimerkiksi pohdinnassa A.25 GeoGebraa
hyodynnetédan raja-arvon visualisoinnissa kdyttden funktiota, jonka piirtiminen ei ka-
sin olisi yksinkertaista, vaikka funktio itsessddn sellainen onkin. Paddméaarana tassa op-
pimateriaalissa on ollut se, ettd GeoGebra toisi opetukseen visuaalisuutta lisda tavalla,
joka opettajan on helppo ottaa haltuun ja osaksi opetustaan.

Esimerkiksi kirjan viimeisessd harjoitustehtdvassa 10 halutaan tutkia kolmannen as-
teen funktion kayttaytymistd sen tietyissd pisteissd GeoGebran avulla. Jos kiinnostuk-
sen kohteena oleva funktio olisi esimerkiksi f(x) = x° ja tutkittavaksi pisteeksi valittai-
siin A = (1,1), opiskelija voisi ratkaista tehtdvan esimerkiksi seuraavasti: Han piirtaa
funktion f, sijoittaa sille pisteen A kdskettyyn kohtaan ja piirtdad pisteeseen A tangent-
tisuoran, jonka kulmakertoimen han lukee.
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Tarkentamalla kuvaa opiskelija voi havaita, miten funktion f(x) = x> kuvaaja muistut-
taa kdyttaytymiseltdan tangettifunktion kuvaajaa enenevissa maarin, kun ldhestytaan
pistettd A.
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Kun tarkennusta on jatkettu riittdvan kauan, havaitaan, ettei GeoGebran naytoltad ole
mahdollista erottaa endd kuvaajia toisistaan, vaan ne ovat kdytdnnossa tdysin paal-
lekkaisid ja kayttaytyvit pisteen A vilittomassa laheisyydessa identtisesti. Opiskelija
voi siis itse ndhdd, miten tangentin kulmakerroin, joka voidaan ajatella erotusosamaaé-
rdn raja-arvoksi pisteessd A, vastaa alkuperdisen funktion f kuvaajan muodostaman
“suoran” kulmakerrointa samassa pisteessa.
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Lopuksi opiskelijalla on mahdollisuus useampia pisteita tutkittuaan muodostaa funk-
tion f(x) = x° derivaatan arvoa kuvaava yhtalo f'(x) = 3x2. Kritiikin aihettakin voi kui-
tenkin 10ytda tastd derivaatan esitystavasta. Vaikka tdllainen tehtdavatyyppi vaikuttaisi
ensisilmédykselld todella hyviltd, on paikallaan pohtia, onko tdssad kuitenkin kyseessa
kaksiterdinen didaktinen miekka. Tédssa tehtdvatyypissa toisaalta kootaan yhteen kaik-
ki timédn oppimateriaalin asiat, mutta toisaalta tehtdvan anti saattaa opiskelijalle olla
pahimmillaan se, ettd erotusosamaééré ja raja-arvo saadaan ndyttiméan tarpeettomilta
matemaattisilta tydkaluilta, joiden arvo on ldhinné historiallinen.

Téllainen opetustapa on kuitenkin vahvasti graafinen, joten lienee epatodennakdistd,
ettd sen kdyttdminen saisi opiskelijan nakokulmasta analyyttisen tavan tutkia derivaat-
taa nayttdmaan heikommalta. Parhaimmillaan tilanne onkin pdinvastainen, ja opiske-
lijan ymmarrys derivaatasta paranee sekd analyyttisella ettd graafisella tasolla etenkin,
kun tehtdvétyyppi esitellddn nimenomaan erotusosamédrdn raja-arvon visualisointi-
na. Tdssd oppimateriaalissa tdimd tehtdavatyyppi onkin haluttu ndhdd ennen kaikkea
opetusta rikastuttavana ja opiskelijan visuaalista ymmarrysta laajentavana, joten se on
jatetty oppimateriaalin loppuun tehtédviksi (pohdinta A.30 ja harjoitustehtdva 10), joi-
den tarkoitus on toimia yhteenvetona kaikesta edelld opitusta, seka tuottaa opiskelijalle
mahdollisuus keksimisen riemuun.

Taman derivaatan visuaalisen esitystavan GeoGebran avulla olisi voinut sijoittaa myds
tamén oppimateriaalin alkuun esimerkiksi opiskelijalle siitd, mistd derivaatassa oikein
onkaan kysymys. Toisaalta sosiokonstruktivistiseen oppimiskéasitykseen ja Lukion ope-
tussuunnitelman perusteisiin vedoten on tama tehtavatyyppi kuitenkin jatetty oppimate-
riaalin loppuun, silld opiskelijan oma aktiivinen rooli on suurempi itse asiaa tutkiessa
kuin kuin passiivisesti esimerkkid seuratessa [10, 12]. Tarkoituksena on ikddn kuin sul-
kea ensimmadisestd kappaleesta kdyntiin pyorahtanyt oppimisen ympyra ja sen jilkeen
vapauttaa hyvat derivaatan ja derivoimisen oppimisen valmiudet saanut opiskelija
oppikirjan seuraavien osioiden kimppuun.
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A Luku 1: Johdatus derivaattaan, erotusosamairdin ja
raja-arvoon.

A.1 Miki ihmeen derivaatta?

Pohdinta A.1 Minindytelma
Roolihahmot: Marko ja Pekka.
Paikka: Poydén ddressd, esimerkiksi keittiossa.

Marko ja Pekka tekevit fysiikan laksyja.

Marko: Hei miten sii ratkaisit tuon kasin?

Pekka: Piirsin kuvaajan ja ratkaisin sen tangentin kulmakertoimen ajan het-
kelli t = 4.

Marko: Hoh, niin tietysti. Aina pitdd piirtid kuva.
Pekka: Mii oon itteasiassa miettiny, etti onkohan se ihan noin...

Marko: No miten muuten voit muka ratkaista jonku randomin funktion kul-
makertoimen?

Pekka: No oikeastaan et ratkaise funktion kulmakerrointa, vaan sen kuvaajan
tangentin kulmakertoimen jossain tietyssi pisteessi. Mutta mietipd niiin: jos
sulle annetaan sama funktion kuvaaja kahdessa eri tehtivissi, niin eihin sun
tartte kuin piirtii se kerran, koska kyllihin niissd molemmissa on ihan sama
kulmakerroin samassa kohtaa, jos ne kerran on samanlaisia.

Marko: No joo, mutta pitdi se silti piirtid vihintdiikin kerran.

Pekka: Sitd md oon tiis justiin miettiny. Voisko sen funktion kuvaajan tangentin
kulmakertoimen tietii jo etukiteen, jos tietid funktion ennalta?

Marko: No totta kai voi. Esimerkiksi, kyllihin si tiedit funktion f(x) = 2x
kuvaajan kulmakertoimen olevan kaikkialla tasan 2.

Pekka: Totta, mutta entd jos se funktio on jotenkin monimutkaisempi?
Marko: No ei sitii sitten voi tietdi.

Pekka: Missi se raja sitten menee? Kuinka monimutkainen funktion pitii olla,
jotta et osaa eniii sanoa mitiin sen kuvaajan tangentin kulmakertoimesta?

Marko: Semmonen missii se kulmakerroin muuttuu. Vaikka f(x) = x2.

Pekka: Mutta kyllihdin si nytkin tiediit heti sanoa, etti tuon funktion tangentin
kulmakerroin on positiivinen, kun x > 0 ja negatiivinen, kun x < 0. Ja nollassa
se on nolla.

Marko: Meinaatko, etti funktion kuvaajan tangentin kulmakertoimen arvojen
muutosta vois kuvata jotenkin?
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Pekka: Voishan siti vaikka kuvata jollain toisella funktiolla. Aina kun sinne
funktioon syottiis x:n paikalle jonku luvun, niin se funktio kertois miki sen
alkuperdisen funktion kuvaajan tangentin kulmakerroin on silld x:n arvolla.

Marko: Mutta sitten pitiisi tehdi aina kaksi funktiota, eikii vaan yhti!

Pekka: Mutta toisaalta ei tarttisi ollenkaan piirtid niitd kuvaajia. Riittiis vaan
laskea sen toisen funktion arvo halutussa pisteessi x.

Marko: No siini tapauksessa tuo ei olisi yhtdiin pollompi idea!

Onkohan herrojen pohdinnassa mitddn pdéta tai hantda? Mitd mieltd olet Pekan aja-
tuksesta, jonka mukaan funktion kuvaajan tangentin kulmakerrointa — siis arvojen
muutosnopeutta halutussa pisteessd x — voisi kuvata toisella funktiolla?

Taman kurssin aihe on derivaatta. Lyhyesti derivaatan voisi madritelld tarkoittavan
funktion kuvaajan tangentin kulmakerrointa, siis funktion arvojen muutosta suhteessa
muuttujan muutokseen.

On olemassa funktioita, joiden kuvaajista niiden tangentin kulmakerroin on helppo
madrittad, kuten funktio f(x) = 2x, jonka kuvaajan tangentin kulmakerroin on kaik-
kialla 2.

Asken luetussa dialogissa Pekka kuitenkin esitti hyvian kysymyksen: kuinka monimut-
kainen pitdd olla, jotta sen kuvaajan tangentin kulmakertoimen méaéarittdiminen menee
ongelmalliseksi?

Esimerkiksi, miten mééritettdisiin tangentin kulmakerroin seuraavien funktioiden ku-
vaajista?
flx)=3x-x*+8,

g(x) = sin(2x) ja
s

o(t) = -.
(=2

Ensimmainen ajatus lienee, ettei ainakaan ihan helposti nykyisen tiedon valossa. Mi-

kéli palaat kurssin loppupuolella ndiden funktioiden pariin uudestaan, osaat varmas-

ti madrittdd jokaiselle funktiolle sen kuvaajan tangentin kulmakertoimen helpommin

kuin nyt uskallat edes toivoa.

Mutta miksi ihmeessa funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakertoimen maa-
rittdiminen ylipddtddn on niin kiinnostavaa, ettd sitd varten on tarvittu kokonainen
kolmen opintopisteen lukiomatematiikan kurssi?

Huomautus A.2 Tangentti on suora, joka sivuaa kuvaajaa paikallisesti tdsmélleen
yhdessa pisteessa.
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Esimerkki A.3 Kuvassa suora ¢ on funktion f tangentti sivuten sitd pisteessa A.
Funktion f derivaatta pisteessd A on puolestaan tangentin ¢ kulmakerroin.

Lisdtieto A.4 Sana tangentti juontaa juurensa latinan sanaan tangere, kosketus.

Lisitieto A.5 Mihin derivaattaa tarvitaan?

Derivaatalle eli funktion kuvaajan tangentin kulmakertoimelle 16ytyy paljon so-
velluksia laskennallisten tieteiden kuten esimerkiksi fysiikan, kemian, tekniikan,
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ladketieteen, ohjelmoinnin ja taloustieteen piiristd. Hyvin perinteinen kayttokoh-
de on fysiikka, jossa funktioiden kuvaajien tangenttien kulmakertoimet sisaltavat
monesti mielenkiintoista tietoa jonkin ilmion kdyttaytymisesta. Jossain mielessd ny-
kyaikaisempia derivaatan kdyttokohteita edustavat esimerkiksi tekodlyohjelmistot,
silld derivaatta on se matemaattinen keino, jolla voidaan optimoida ratkaisuja. Toi-
sin sanoen, derivaatta on keskeisessd roolissa myods koneoppimisessa, kun kone
pyrkii 16ytdm&an parhaita mahdollisia toimintamalleja.

Pohdinta A.6 Seuraavassa kuvaajassa on esitetty jousen vapaan pdan virdhtely
aika-paikka -koordinaatiostossa.

Scm
4cm
3cm
2em

1em

0.5s 1s 1.5s 2s 2.5s 3s 3.5s8 4s 4.5s 5s 5.5s8 6s

a) Miten kuvaajasta voisi méaarittdd jousen vapaan paan hetkellisen nopeuden?
b) Milloin nopeus on pienimmilldan?
c) Milloin nopeus on suurimmillaan?

d) Entd miké on jousen vapaan pdan keskinopeus?

Esimerkki A.7 Miten derivaatta liittyy ladke- ja kemianteollisuuteen?

Olet varmasti joskus miettinyt liuosten kdyttdytymistd sitd itse sen enempaa tie-
dostamatta. Jos olet ikind pohtinut, milloin veteen lisddmasi tiskiaine on levinnyt
kaikkialle veteen tasaisesti tai sekoittanut kaakaojauhetta maitoon tai maitoa kah-
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viin saadaksesi aikaan tasakoosteisen ja -laatuisen juoman, olet tehnyt sen nopeut-
taaksesi luonnollisen sekoittumisen prosessia.

Liuosten kdyttaytymisen tunteminen on hyvin tarkeaa etenkin, jos halutaan valmis-
taa suuria maaria liuoksia tai tehdd niitd kirurgisella tarkkuudella. Matematiikka
antaa jdlleen erinomaiset tyokalut liuosten kdyttdytymisen mallintamiseen ja en-
nustamiseen. Mielenkiintoinen liuoksiin liittyvéa ilmio, joka tulee vastaan varmasti
ainakin kemiassa, lddketieteessd ja biologiassa, on diffuusio eli ilmid, jossa liuoksessa
olevat molekyylit pyrkivit siirtymddn vikevammasta pitoisuudesta eli konsentraa-
tiosta laimeampaan pitoisuuteen.

Vuonna 1855 saksalainen fyysikko Adolf Fick esitti teoreettisen mallin diffuusiolle.
Fick esitti tdamén diffuusion vuon | suuruutta kuvaavan luonnonlain matemaatti-
sessa muodossa

dc
= -D—,
J dx
missd D = tilanteesta riippuva diffuusiokerroin, ¢ = konsentraatio ja x = paikka.

Tama nimelld Fickin 1. diffuusiolaki tunnettu yhtalo osoittaa, ettd diffuusion vuon
suuruus | riippuu konsentraation muutoksen dc suhteesta paikan muutokseen dx.
Toisin sanoen, yleisesti vuon suuruus riippuu konsentraation derivaatasta paikan suhteen.

Monimutkaisen kuuloista tilannetta ja kaavaa voidaan kuitenkin kuvata helposti.
Siniseen liuokseen lisdtyn aineen oranssit molekyylit pyrkivit leviamaan korkeam-
masta konsentraatiosta matalampaan konsentraatioon, jolloin lopputuloksena on
tasalaatuinen liuos. Katkoviivalla piirretyt nuolet kuvaavat nyt diffuusion vuon |
suuntaa.

W A P (6} (6] (6]
o & @

e ° e o > — ® ® ®
o 9e

Vd \j ..\ @ @ )

Tutustutaan vield toiseen esimerkkiin derivaatan merkityksestd tydeldméassd. Ohjel-
mointi on alati kasvava ala, johon matematiikka liittyy kiintedsti.
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Esimerkki A.8 Miten tekodly kayttad derivaattaa?

Kuvitellaan tilanne, jossa tekodly pyrkii ratkaisemaan valoisimman paikan labora-
toriossa himmein valon avulla kasvatettavalle ladkkeen raaka-aineena toimivalle
leville.

Mallinnetaan tilannetta hieman. Jos laboratorion pituus olisi esimerkiksi 8 m, ja
lamppu sijaitsisi metrin verran kasvihuoneen keskikohdasta oikealle ovelta katsot-
tuna ja himmeé&n lampun valovoima olisi 4 kandelaa, voisimme esimerkiksi antaa
lampulle x-koordinaatiksi 1, y-koordinaatiksi valovoiman suuruuden 4 ja piirtaa
kuvan tilanteesta.

Valovoima @

Scd

Lamppu

4cd

3cd

2cd

1ecd

Ocd Paikka
—4m -3m —-2m —-1m om im 2m Kinl 4am 5m

Laboratoriossa kasvaa kuitenkin muitakin kasveja ja katossa kulkee erilaisia put-
kia. Nama esteet tuottavat katveita lampun tuottamalle valolle himmentéden sita.
Nyt todellinen laboratoriossa havaittu valovoima on mallinnettu oranssilla ja alku-
perdinen punainen kuvaa lampun teoreettista valovoimaa, jossa ei ole huomioitu
valon kulkua estédvia tekijoid.
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Valovoima @
4cd
3cd
2cd
1cd

Teoreettinen valovoima
Ocd Paikka
—4m -3m —2m —-1m 0om m 2m 3m 4m bm

Nyt havaitaan, ettei todellinen valoisin paikka sijaitsekaan suoraan lampun alla,
vaan ldhempénd huoneen keskustaa.

Ja miten taima liittyy tekodlyyn tai derivaattaan?

Tekodly voi nyt sovittaa mitattuun, todelliseen valovoimaan (oranssi) kuvaajan ja
etsid sieltd ne pisteet, joissa kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin on nolla,
silld ndissd pisteissd saattaisi sijaita kuvaajan huippukohta, toisin sanoen se paik-
ka laboratoriossa, jossa lampusta saatava valovoima on suurimmillaan. Toisaalta
nollakohdassa voi myos sijaita minimi, jolloin kyseessad on paikallisesti kaikkein
varjoisin alue.

Tekodly siis etsii derivaatan nollakohtia todellisen valovoiman kuvaajalta (oranssi)
ja vertailee niitd keskendan loytadkseen optimaalisimman paikan levdakasvustolle.

Loydettydan nollakohdat tekodly havaitsee, ettd valoisin paikka ei olekaan suoraan
lampun alla pisteessd G, vaan esimerkiksi pisteissa F ja H olisi parempi paikka.

Tekodly on kuitenkin ihmisen ohjelmoima, joten ohjelmoinnin ammattilaisten on
hyvé tuntea matematiikan tarjoamat mahdollisuudet. Téssd esimerkissad kyseessa
oli kaksiulotteinen tilanne, mutta derivaattoja on mahdollista késitelld useammis-
sakin ulottuvuuksissa, kun optimoidaan monimutkaisempia tilanteita. Esimerkik-
si jo 3-ulotteinen funktio ndyttdd huomattamavasti monimutkaisemmalta, mutta
idea on sama: tekodly etsii kuvaajalta huippuja ja laakson pohjia. Monimutkaises-
sa tilanteessa niitd voi olla useita, jolloin niiden laskeminen kdy tietotekniikalta
huomattavasti ihmistd tehokkaammin.
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Téssd esimerkissd “tekodly” ratkaisi kiireettdémédn ongelman, mutta ajattelemisen
aihetta antavat esimerkiksi autot, joissa ohjaamisen tekee ohjelmisto, jonka algorit-
mit pohjautuvat peliteoriaan, johon liittyvassd optimoinnissa myos derivaatalla on
keskeinen rooli. Parasta ja turvallisinta ajoreittid valittaessa laskennan tulee olla no-
peaa ja virheetontd. Tekoédlyn tehdessd tuloaan monilla aloilla syntyy paljon uusia
ja mielenkiintoisia tyopaikkoja, joihin matematiikan osaaminen avaa ovet. Tdssd on
yksi hyvé syy opiskella derivaattaa huolella!

Pohdinta A.9 Ota kantaa viitteeseen: tangentin kulmakerroin ei voi olla nolla mis-
sddn muualla kuin paikallisessa maksimissa (huippu) tai paikallisessa minimissa

(kuoppa).

Tarpeettoman vaikeiden, tydeldméén liittyvien esimerkkien jdlkeen on paikallaan ky-
syd, mitd iloa derivaatasta on meille tdssd vaiheessa? Kuten alussa todettiin, derivaatta
kuvaa funktion arvojen muutosta suhteessa sen ldhtdjoukon arvojen muutokseen, eli
se on funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin.

Fysiikasta (FY1) muistetaan, ettd kiihtyvyys kuvaa nopeuden muutosta ajan suhteen.
Jos siis piirrimme kuvaajan, jossa esimerkiksi auton nopeus on pystyakselilla ja aika
vaaka-akselilla, voimme kuvaajan kulmakertoimesta maarittdaad hetkellisen kiihtyvyy-
den autolle.
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Pohdinta A.10 Hahmottele, miten madrittdisit seuraavasta kuvaajasta vanhan rekan
kiihtyvyyden. Kuvaajassa rekan nopeus v on esitetty ajan ¢ funktiona

TS
aomis |V @
30m/s
20m/s
10m/s
t
rd

0 10s 20s 30s 40s b50s 60s 70s 80s 90s 100s

Entd miten méaarittdisit kithtyvyyden polkupydrélle kuvaajasta, jossa nopeus muut-
tuu ajan suhteen ensimmadistd kuvaajaa satunnaisemmin? Maéritd kiihtyvyys ajan
hetkilld 15,45ja9s.

P

omi/s |V &
8ml/s
7m/s
ém/s
Sm/s
4ml/s
3ml/s
2m/s

1mls

}—F

0 1s 2s 3s 4s 5s 6s 7s 8s 9s 10s 115/

Huomataan, ettd ensimmadisestd kuvaajasta méadritettyna kiihtyvyys on jokaisessa pis-
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teessd sama, silld nopeutta kuvaavan funktion kulmakerroin ei riipu ajanhetkesta ¢.
Toisessa kuvaajassa tilanne ei ole kuitenkaan ndin yksinkertainen, vaan kiihtyvyys saa
loputtomasti eri arvoja sen mukaan, missé yksittdisessd pisteessd sitéd tarkastellaan.

Kulmakertoimen graafinen maarittaminen tuo varmasti esille yhden selkedn ongelman:
Kulmakertoimen suuruus riippuu méérityksen tarkkuudesta. Kun funktion kuvaajal-
le yritetddn piirtdd tangenttisuora, jonka pitdisi sivuta kuvaajaa tdsmaélleen yhdessa
pisteessd huomataan, ettd se on vaikeaa tehda tdysin tarkasti. Tamédn epatarkkuuden
takia my0s tangentin kulmakertoimen tasmallinen maarittiminen on vaikeaa. Seuraa-
vassa esimerkissd tarkastellaankin funktion tangentin kulmakertoimen maarittamista
GeoGebralla.

Mallitehtava A.11 Piirrd geogebralla jokin polynomifunktio, joka on vahintdan tois-
ta astetta. Tassd esimerkissd funktioksi valittiin f(x) = ix‘q’ - 2x +4.

2 GeoGebra Classic
AL LN e
N Y @
@ f(x) = 1 B} —2x+4
4 7
+

5 —4/ 3 2 1o 1 2 3 4 5

Luo Liukusdiddin (Slider). Tassa esimerkissd sdadin nimetddn oletusasetusten mu-
kaisesti a:ksi ja sdadtorajoiksi suljettu vali [-5, 5].

30



Liukus&&adin

Nimi
a=1

@ Luku Kulma Kokonaisluku

Liukusaadir Animaatio

PERUUTA HYVAKSY

Madérita Syottokentti-toiminnolla (Input) piste A, jonka koordinaatit vastaavat luo-
masi liukukytkimen nimed esimerkiksi (a, f(a)).

A
@ f(x) = % - 2x+ 4
a=1 :
© 5 ® 5@
o A= (af@) |
- (1, 2.25)
+

Seuraavaksi valitse Tangentit-toiminto (Tangents). Napayta pistettd A = (a, f(a)) ja
piirtdmasi polynomin kuvaajaa.
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Nyt GeoGebra piirtdd kuvaajalla olevalle pisteelle A = (g, f(a)) tangentin, jon-
ka yhtdlo (tdssd esimerkissd g(x)) ja ennen kaikkea kulmakerroin ovat ndhtavis-
sd GeoGebran vasemmassa laidassa. Voit liikuttaa tangenttia siirtdamalld pistetta
A = (a, f(a)) liukusddtimelld ja samalla ndhdd, miten tangenttisuoran kulmakertoi-

Q GeoGebra Classic

¥ A0 04 N e

@ f(x) :’,."‘-1‘, Normaali N
-1 j;';'-\(hdensuumamen .
@ 35 ‘J' Keskinormaali 5 @
~<: Kulmanpuolittaja
O A= (’O Tangentit
— (1

' 'Q Napasuora
+ e

2+ Sovita suora
N~

(e Ura

men arvo muuttuu reaaliaikaisesti.

€7 GeoGebra Classic

)AL b 0@ 4 N2+

L] f(x) = l—:; - 2x+44

a=-25

® 5 ® ENC)

W
n
|
(&)

A = (a,f(a))

— (-2.5,5.09)

g : Tangentti(A, f)

~ y=2.69x + 11.81

Derivaatta on analyyttinen tapa maarittdd jatkuvan funktion kuvaajalle piirretyn tan-
gentin kulmakerroin sen mielivaltaisessa pisteessd. Yleensd tdama tarkoittaa funktion
arvojen (siis y-koordinaatin) muutosta x-akselin arvojen suhteen. Toisin sanoen, kun
funktio f(x) tunnetaan, voidaan sen kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin eli
derivaatta f’(x) madrittdd missd tahansa pisteessd, mikali funktio f(x) on derivoituva.




Merkintd A.12 Funktion f derivaattaa pisteessd a merkitadn f'(a).

Lisdtieto A.13 Kannattaa opetella kdyttdméaan tasmallisid ilmauksia matematiikasta
puhuttaessa. “Mielivaltainen” tarkoittaa matematiikassa mitd tahansa yleista pis-
tettd, toki tdma piste voidaan sitoa johonkin tiettyyn viliin ja arvojoukkoon.

Esimerkiksi
x+ 10 > 10

mille tahansa mielivaltaiselle kokonaisluvulle x > 1.

Karkeasti voisi yleistdd, ettd siind missa milleniaali tai nuori sanoo “random”, ma-
y
temaatikko sanoo “mielivaltainen”.

Téamaéan kurssin aikana opit tuntemaan derivaatan keskeisimmait sovellukset ja kayt-
tokohteet. Opit my06s derivoimaan tyypillisimmaét funktiot, eli kykenet selvittimaan
niiden kuvaajien tangenttien kulmakertoimet kaikkialle, missd se on mahdollista.

Derivaatan kdyttaminen ja tiydellinen ymmartdminen ei kuitenkaan onnistu, ellei en-
sin oteta kdyttoon sen madrittelemisen kannalta kahta keskeistd matemaattista tyoka-
lua: erotusosamiidirii ja raja-arvoa.

Erotusosamaédrdan ja raja-arvoon pureudutaan tiukemmin seuraavien tuntien aikana.
Téssd kohtaa niisté ei tarvitse tietdd kuin nimet.
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A.1.1 Harjoitustehtivia

1. Nicole Oresme oli ranskalainen tiedemies, joka tunnetaan erityisesti derivaatan pio-
neerina. Hantd kiinnosti erityisesti nopeuden muutoksen graafinen analysointi. Ores-
me mallinsi kappaleen havaittua nopeutta pystypalkeilla ja havaitsi, ettd kappaleen
nopeuden kasvaessa tasaisesti sen kiihtyvyys on vakio.

nopeus &
16m/s
14m/s
12m/s
10m/s
8m/s
6m/s
4mfs
2m/s

aika

0 0.5s 1s 1.5s 2s 2.5s 3s 3.5s 4s 4.58 5s 5.5s 6s 6.5s 7s 7.58

Vastaa nyt ylld olevan kuvaajan perusteella seuraaviin kysymyksiin.

a) Mika on kappaleen alkunopeus?

b) Mikéd on kappaleen loppunopeus?

c) Miké ongelma tulee vastaan alku- ja loppunopeuden méarittamisessa?

d) Miké on kappaleen kiihtyvyys?

2. Antti ja Reetta ovat mallintaneet Hertta-haukan lentoa gps-tutkapannalla. Antti on
piirtdnyt kuvaajan, jossa vaaka-akselilla on kulunut aika ja pystyakselilla Hertan len-
tokorkeus lahtopisteestd mitattuna.

34



2o0m KOTKEUS @

200m
180m
160m
140m
120m
100m
80m
60m
40m

20m

aika
0 10s 20s 30s 40s 50s 60s 70s 80s 90s 100s

Reetta puolestaan on seurannut Hertan lentovauhtia ja piirtanyt kuvaajan, jossa aika
on vaaka-akselilla ja haukan nopeus (vauhti) on pystyakselilla.

nopeus @.
50m/s
40m/s
30m/s
20m/s
10m/s
0 10s 20s 30s 40s 50s 60s 70s 80s 90s 100s

Kumpikin on kiinnostunut siitd, milloin haukka havaitsi metsdstdiméanséa janiksen ja
syoksyi sen perddn, sekd milloin haukka sai janiksen kiinni. Voidaanko ndmé hetket
havaita suoraan tai epdsuorasti
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a) Antin kuvaajalta,

b) Reetan kuvaajalta,

¢) Molemmilta kuvaajilta,

d) Ei kummaltakaan kuvaajalta?

Lisdksi merkitse molempiin kuvaajiin ne hetket, kun
e) Hertta-haukan nopeus oli suurimmillaan ja

f) Hertta-haukan nopeus oli pienimmilldan.

3. Piirrd GeoGebralla funktio f(x) = sin(x).

Seuraavaksiluo liukusdddin pisteelle A, ja méérittele saddin toimimaan suljetulla vélilla
[-1,7], sekd mddrittele liukusaddintd vastaavan pisteen A koordinaateiksi (a, f(a)).

Kolmanneksi luo tangentti, joka kulkee pisteen (a, f(a)) kautta.

Nyt kdyttamalla liukusdatimia lue sekantin kulmakertoimen arvo, kun
a)a=0,

b)a=in,

Qa=rm,

d)a=3n ja

e)a=2m.

f) Minkéd tutun trigonometrisen funktion arvoja kyseisissd pisteissd luetut tangentin
kulmakertoimen arvot vastaavat?
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A.2 Erotusosamaara

Pohdinta A.14 Minindytelma
Roolihahmot: Anja ja Eila.
Paikka: Kotona.

Anja ja Eila tekevit kemian tyoselostusta.

Anja: Miti mielti soot tisti suhtehesta?

Eila: No mie aattelen et myo ollaan kyl tosi hyvvii ystivii, vaik joskus sie kyl
mokotit ihan turhaa ja...

Anja: Ei kun tisti y- ja x-koordinaatien muutoksien suhtehesta pistehessi
(1, f(x1))!
Eila: Ai siit, heh... Miun mielest niyttii ihan oikeelt, vaik onkin vihi eri ku

miul, mut kulmakertoime yksikko on sama, joten siit piitelle mie sanosi et oikkee
se o.

Anja: No hyvi, kai tid kuvaaja eres on sitten oikehen piirretty. Niiti tangentteja
on vaan niin vaikia asettaa tarkasti kisin.

Eila: Sithin miekii. Vaan katsoha sie mit mie olen tehnyt. Mie piirsin kaks
tangenttiloist lihekkiin pisteisii (xa, f(x2)) ja (x3, f(x3)) ja otin niist keskiarvon.

y &

Anja: Ei mutta tuossahan on jo irean poikaasta. Moon silti sitd mieltd, notta
soot teheny tuos vihin turhaaki tyotd.

Eila: Usot sie? Niytihin sie mist kohin vois viel oikoo.

Anja: No kyllihin tis sunki tavas olis yhyrelld viivalla pirijitty ja kiytinnos
samahan lopputuloksehen piisty! Toki pitdd kattua vihin notta mihinki ne
pistehet laittaa ja viivat piirtid.

Eila: Mit sie oikee mienaat?
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Anja: Kyllihin tuo kaharen tangentin keskiarvo voi antaa kelevollisen approk-
simaation, mutta ei se aina toimi. Sen sijaan pddstihin priimahan lopputulok-
sehen, kun vierdhin sen toisen tangentin piste siihen pisteesehen (x1, f(x1)),
josta oltiin alunperinkin kiinnostuneita, ja vierihin se toinen piste (xa, f(x2))
vaan torella lihelle ensimmiidisti pistetti (x1, f(x1)). Sitten vaan piirretihin yks
viiva. Kas niin!

y &

Vilkas karjalainen Fila keksi méarittad kuvaajan kulmakertoimen tarkemmin yhden
tangentin sijaan kahden tangentin avulla. Jiyhad pohjalainen Anja keksi ongelman
Eilan tavasta, mutta samalla jalosti ideaa ainakin omasta mielestddn paremmaksi.

a) Mika yleisen tason ongelma on Eilan tavassa maéadrittdd tangentin kulmakerroin
pisteessd (x1, f(x1)) kahden tangentin muun tangentin kulmakertoimen keskiarvo-
na?

b) Miten Anjan tapa maarittdad kulmakerroin tangetille on parempi kuin Eilan?

Téamaén tunnin aihe on erotusosamdiiri. Lyhyesti voitaisiin sanoa, ettd erotusosaméaéara
kuvaa funktion arvojen muutoksen suhdetta ldhtdjoukon arvojen muutokseen eli funk-
tion kuvaajan jyrkkyyttd. Tasmallisempi matemaattinen médritelma erotusosamaarille
saadaan, kun mééritellddn suhde y- ja x-koordinaattien muutokselle.

Téahén asti on puhuttu, ettd derivaatta on funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kul-
makerroin, mutta se ei ole aivan koko totuus. Kdaytdnnon tasolla asia on ndin, mut-
ta analyyttisessa tavassa tutkia matematiikkaa tdma maéaritelma kaipaa jotain lisdd.
Muistetaan, ettd funktion kuvaajan kylkeen piirretty tangentti on siis suora, joka sivu-
aa funktiota paikallisesti yhdessé pisteessa. Toisin sanoen, tangenttisuoralla ja funktion
kuvaajalla on tilldin ainakin yksi yhteinen piste.

On mahdollista, ettd funktion kuvaaja mutkittelee koordinaatistossa ollessaan esimer-
kiksi kolmatta astetta ja tdlloin tangettisuoralla on useita yhteisid pisteitd funktion
kuvaajan kanssa. Nyt ollaan kuitenkin kiinnostuneita funktion kulusta siind pisteestd,
jossa tangenttisuora nimenomaan sivuaa funktion kuvaajaa.
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Tangenttisuoran maarittaminen funktion mielivaltaiseen kohtaan ei kuitenkaan aina
ole helppoa — saati sitten kidtevdd. Matemaattisesti analyyttisempi tapa tutkia funktion
kuvaajan kayttaytymistd tdssa tilanteessa on sekantti.

Mairitelma A.15 Sekantti on suora, joka kulkee kahden funktion kuvaajaan kuulu-
van pisteen kautta.

Esimerkki A.16 Kuvassa toisen asteen polynomifunktion f kuvaajalle on piirretty
pisteiden A ja B kautta kulkeva sekantti, eli suora g.

Sekantin etuna tangenttiin ndhden voidaan pitdd helpompaa maédrittelyd. Tangenttia
varten tarvitaan yksi piste halutun funktion f kuvaajalta, mutta sen jalkeen voi olla
vaikea méadrittdd tangentti niin, ettd tangentti vain ja ainoastaan sivuaa funktiota f tassa
pisteessa.

Sekantti puolestaan on aina helppo maarittaa funktion f avulla. Riittdd, ettd selvitetaan
kaksi pistettd funkion f kuvaajalta ja muodostetaan niiden viliin suora.
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Huomautus A.17 Pisteiden (x1, y1) ja (x2, v2) kautta kulkevan suoran yhtdlo on
muotoa

Erotusosamiiri on sekantin kulmakerroin: toisin sanoen se kuvaa sekantin kulkua,
eli sen y- ja x-koordinaattien muutoksien suhdetta. Fysiikastakin tutuin merkinnoin
erotusosamadira voidaan maéaritella seuraavasti.

Maaritelma A.18 Valilla [x;, x,] médritellyn funktion f erotusosaméaérd on suhde

Ay _ - :f(xz)—f(xl).

Ax Xy —x; Xy — X1

Funktion erotusosamddra siis kuvaa pisteiden (x1, f(x1))ja (x2, f(xp)) viélille piirretyn
suoran eli sekantin kulmakerrointa.

Moni fysikaalinen suure on maéaéritellddn kahden muun suureen keskindisen muu-
toksen suhteena. Tutkitaan seuraavaksi muutamaa fysiikasta tuttua ndin maéariteltya
suuretta.

Pohdinta A.19 Vertaa erotusosamddran méadritelméaa nopeuden maaritelmaan
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kiihtyvyyden méaritelmaan
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sekd tehon maaritelmaan
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Miten voisit graafisesti esittdd suureet v, aja P ? Miten ne ovat keskenddn samanlaisia
ja mita eroja niissd on?

Selvitetadn nyt, mitd tietoa funktiosta erotusosamaéara tuo ja milld ehdoilla.

Pohdinta A.20 Onko erotusosamairan tulkinta erilainen eri funktiolla? Vertaile esi-
merkiksi keskendan funktioita

fx) =2x,
g(x) = sin(x) ja
h(x) = log,,(x) .

Miten pisteiden x; ja x, valinta vaikuttavat erotusosamédéarén tulkintaan?

Kun pisteiden valinnan merkitys erotusosaméaran tulkintaan on alkanut selvidmaééan,
otetaan seuraavaksi askel kohti abstraktimpaa ajattelua.

Pohdinta A.21 Kuvitellaan tilanne, jossa funktion tarkka piirtdiminen ei olisi jostain
syystd mahdollista. Kuitenkin itse funktio tunnetaan ja sen arvot osataan helposti
laskea kaikissa sen maéadrittelyalueen pisteissd. Tehtdvéasi on nyt esittdd approksi-
maatio tdméan funktion kuvaajalle pisteeseen (x;, f(x1)) piirretystd tangentista.

Miten voisit laatia hyvin arvion tangentin yhtdlostéd ja sen kulmakertoimesta tissa
tilanteessa?

Vinkki: voit hahmotella, mutta et ratkaista tilannetta lyijykynalld ja paperilla.

Pisteiden valinnan merkityksen ymmartaminen avaa mahdollisuuden opiskella, oppia
ja ymmartaa itse derivaatan syvintd olemusta, johon menndén seuraavassa kappalees-
sa.
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A.2.1 Harjoitustehtivia

4. Madritd funktiolla f kuvattu mopon nopeus aika-matka -kuvaajasta erotusosaméa-
ran avulla.

2200mTs

3/

2000m

1800m

1600m

1400m

1200m

1000m

800m

600m

400m

200m

/ L
0 f 20s 40s 60s 80s 100s 120s 140s 160s 180s 200s 220s ~

5. Médéritd ratamoottoripyordn kiihtyvyys aika-nopeus -kuvajaasta erotusosaméédran
avulla, kun

a)x;=1sjax, =7s,
b)x; =3sjax, =55,
c)x1=3,5s5jax, =4,5s.

d) Miké on se ajanhetki, johon liittyvda ratamoottoripyoréan liikettd kohdissa a), b) ja c)
on pyritty kuvaamaan?
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6. Teho P(t) kuvaa sitd, miten nopeasti fysikaalista tyotd W tehdéén, eli teho on tehdyn
tyon ja sithen kdytetyn ajan erotusosamddrd. Kayttamalla GeoGebraa

a) piirrd mielivaltainen, vahintdan toista astetta oleva (t, W)-kuvaaja ja

b) méadritd piirtdimaltdsi kuvaajalta hetkellinen teho erotusosamééaran avulla kolmessa
eri pisteessa.

c) Mitd méaarityksen tarkkuudelle tapahtuu, kun kédytdt zoom-toimintoa eri suuntiin?

7. Tutustu erotusosamaaran merkitykseen fysiikassa. Voit kdyttdd tdssa apuna esimer-
kiksi MAOL-taulukoita.

Yhdistd keskenddn seuraavat suureet, niiden Sl-jarjestelman mukaiset symbolit, niiden
matemaattiset mddritelmait ja niiden fysikaalinen merkitys.
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SUURE

nopeus

SYMBOLI

kiihtyvyys

teho

kulmanopeus

liikkemaara

voima

kulmakiihtyvyys

MATEMAATTINEN
MAARITELMA

Av
At

MERKITYS

AW
At

Paikan muutos
ajan suhteen

AEjike
Av

Kulman muutos
ajan suhteen

As

At

Nopeuden muutos
ajan suhteen

Ap
At

Tehdyn tyon
muutos paikan
suhteen

AW

As

Kulmanopeuden
muutos ajan
suhteen

Aw

At

Tehdyn tyén
muutos ajan
suhteen

Liike-energian
muutos nopeuden
suhteen
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A.3 Erotusosamadirdn raja-arvo

Pohdinta A.22 Minindytelma.
Roolihahmot: Antti ja Reetta.
Paikka: Poydén ddressd, esimerkiksi keittiossa.

Antti ja Reetta istuvat iltaa. Jostain ihmeen syystd leppoisa keskustelu urheilusta on
kuitenkin alkanut saamaan ldhes filosofisia* piirteita.

Antti: Mi oon tissi miettinyt, etti satasen lihto olympialaisissa on paljon
reilumpi kuin maratonin massalihto.

Reetta: Miten niin?

Antti: No katsos, kun sataselle juoksijat lihtee rinnakkain ja yhti aikaa, niin
silloinhan on ihan selvdd, ettid maaliin tulee ensin nopein juoksija, vai miti?

Reetta: Tyypillisesti tosiaan voittaa se juoksija, jolla on suurin keskinopeus.
Mitd ajat takaa?

Antti: Maratonillahan voi kiydi niin, ettii nopeampi juoksija joutuu lihtemdiin
hitaamman juoksijan takaa. Télloin hin ei ikind saa hitaampaa kiinni.

Reetta: Totta kai saa, miten esimerkiksi hippa-leikki toimisi muuten?

Antti: Than hyvi pointti, mutta mietipi nyt matemaattisesti. Seki nopeampi
ettd hitaampi juoksijahan ovat molemmat koko ajan liikkeessi, vai mita?

Reetta: Totta kai ovat.

Antti: Jos molempien litke on tasaista, niin lopputuloshan on timi: nopeampi
juoksija tulee sithen paikkaan, josta hitaampi on lihtenyt liikkeelle. Télld vilin
hitaampi on edennyt lihtopaikastaan jonkin verran. Kun nopeampi tulee sithen
paikkaan, missi hitaampi oli hinen tullessa timidn lihtopaikalle, on hitaampi
edennyt taas jo seuraavaan paikkaan. Nopeampi juoksija siis kylli tulee koko ajan
lihemmiis hitaampaa, mutta ei tavoita titd ikind, vaikka juoksisi kuinka kovaa
tahansa. On siis mahdotonta ottaa edellii vakionopeudella menevii juoksijaa
kiinni, ihan sama onko se sua hitaampi vai nopeampi.

Reetta: Ootko nyt ihan varma, etti se menee noin? Miti jos takana tuleva
juoksija on vaikka kymmenen kertaa nopeampi kuin se edellid menevi hitaampi
juokisja?

Antti: Kuinka paljon hitaampi on saanut etumatkaa lihdossi?

Reetta: Sovitaanko vaikka 10 metrii?

Antti: Joo. Se on hyvi. Voin todistaa sulle ettei se nopeampi saavuta hitaampaa.
Reetta: Yriti vaan!

Antti: Kun kymmenen kertaa nopeampi juoksija on tullut hitaamman lihtopai-
kalle, on hitaampi edennyt metrin. Kun nopeampi juoksija etenee sen metrin,
on hitaampi edenny 10 cm. Kun nopeampi on juossut sen 10 cm, niin hitaampi
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on edennyt yhden senttimetrin. Kun nopeampi on edennyt sen senttimetrin,
niin hitaampi on edennyt millimetrin. Voisin jatkaa titd loputtomiin, mutta
lopputulos on ja pysyy: nopeampi juoksija ei tavoita hitaampaa, vaan lihestyy
tati koko ajan tullen ldhemmis ja lihemmis, vaan koskaan ei tiysin saavuta.

Katsopa titd, piirsin oikein GeoGebralla kuvan tilanteesta! Merkitsin siihen
hitaamman juoksijan etenemisen ajan funktiona h(t) ja nopeamman n(t). Kuten
niet, on kuvaajien erotus koko ajan pienevi, mutta voisin loputtomasti piirtii
sinne noita hetkid, joissa hitaampi on nopeampaa edelli. Loputon mdirdii hetkii
tarkoittaa loputonta midirdid aikaa, jolloin on tidysin loogista, ettei nopeampi
saavuta hitaampaa iking.
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Reetta: Etko sii oo muka ikini oikeesti jiiny kiinni siini hipassa tai eiko kukaan
00 koskaan ohittanut sua autolla? Ethin si nyt oikeesti voi ajatella etti tossa
pidttelyssi on logiikkaa!

Antti: Helposti voin.

Reetta: No ajattele nyt kiytinnollisemmin; mitis sitten kun ne on tyyliin
elektronin halkaisijan pidssi toisistaan?

Antti: Ei se siti silti saavuta. Kuten ndiet, niin hitaammaan juoksijan kuvaaja
eli h(t) on koko ajan ylempiind, siis kauempana kuin nopeamman eli n(t) .

Reetta: Viitiin etti saavuttaa, ja menee vield ohi! Annapas kun katson siti sun
kuvaajaa vihin. Zoomataan kauemmas ja... kas noin! Nyt nihdiin juoksijoi-
den vilimatka ja se, ettd jos ajassa menndin riittdvin paljon eteenpdiin, niin
nopeampi on juossut pidemmiille, toisin sanoen ohittanut hitaammaan.

46



20m

@
15m i
j Erotus 2

Ohitus 1

t @ ©
10 fue— Q
_ L
Crotus 1
5m (5

t
0 1s 23 3s 4s bs Bs 7s

Voidaanko tdmén keskustelun pohjalta todeta Antin saavuttaneen korkeamman
tietoisuuden tason, vai onko hin kommaéhtanyt omaan nokkeluuteensa?

a) Mika ongelma on Antin logiikassa?

Kokemuksesta tiedetddn, ettd Reetan taytyy olla oikeassa. Mutta tutkitaan silti Ree-
tan kuvaajaa vield tarkemmin.

b) Mitd lukua funktioiden h(t) ja n(t) erotuksien 1 ja 2 arvot ldhestyvét juuri ennen
ja jalkeen ohitustilanteen?

*Lisatietoja aiheesta 10ydéat esimerkiksi hakusanoilla “Zenonin paradoksit” tai ” Ak-
hilleus ja kilpikonna”.

Erotusosamaédraan liittyvien pohdintojen ja tehtdvien yksi tarkoitus oli osoittaa, miten
erotusosamddran tarkastikin méadaritetty arvo vain approksimoi eli kuvasi likimdarai-
sesti funktion kuvaajan tangentin kulmakerrointa jossain valilld [x;, x,] tai pisteessd
(x1, f(x1)), mutta toisaalta miten approksimaatio parani sen mukaan, kun pisteet x; ja
x, ldhestyivit toisiaan.

Keskeinen havainto edellisen kappaleen lopussa oli, ettd erotusosamadra alkoi muis-
tuttamaan tangentin kulmakerrointa pisteessd (xi, f(x1)), kunhan vain piste valittiin
sopivasti ja riittdvan ldheltd. Vield ei tosin saatu selvyyttdd siihen, olisiko erotusosa-
madrdlla mahdollista kuvata tdydellisesti tangentin kulmakertoimen arvoa, jos pisteen
(x2, f(x2)) voisi vieda riittdvan ldhelle pistettd (xi, f(x1)).

Nyt uteliaassa ihmisessa herdakin jatkokysymys siitd, kuinka ldhelle toisiaan voimme
kaksi pistettd matematiikan keinoin viedd? Tarve padstd todella ldhelle jotain haluttua
lukua johtaa meidat raja-arvon kasitteen darelle.
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Funktion raja-arvo voidaan tdssd lyhyesti méaritelld arvona, jota funktion arvo f(x)
lahestyy, kun sitd vastaava ldhtojoukon muuttujan arvo x ldhestyy jotain tiettyd arvoa
xo. Esimerkiksi funktion f(x) = 2x arvo ldhestyy 2:sta, kun muuttujan x arvo lahestyy
1:sta.

Merkintd A.23 Merkitddn funktion raja-arvoa seuraavasti:

lim f(x)=1L.
X—Xo

Tama luetaan ”funktion raja-arvo on L, kun muuttujan x arvo ldhestyy arvoa x,”.
Askeiselle esimerkkifunktiolle f(x) = 2x voisi siis kirjoittaa

lim f(x) = 2,

joka luettaisiin “funktion f raja-arvo on 2, kun muuttujan x arvo ldhestyy arvoa 1”.

Lisdtieto A.24 Raja-arvon merkintd lim juontaa juurensa latinan sanasta limes eli
“raja”. Esimerkiksi roomalainen rajapuolustusjdrjestelma tunnettiin nimelld Limes
Romanus.

Perehdytddn seuraavaksi visuaalisesti funktion raja-arvoon. Kuten hyvin tiedetdén,
nollalla jakaminen on ankarasti laskusdantojen vastaista. Katsotaan nyt kuitenkin, mi-
td tapahtuu trigonometrisen funktion arvolle, kun sen sisdfunktion nimittdjan arvo
lahestyy nollaa.

Pohdinta A.25 Syota GeoGebraan tai vastaavaan kuvaajanpiirto-ohjelmaan funktio
10
flx) = sin(?) ,x>0.

Voitko nyt mitenkddn kuvaajan avulla sanoa, mikd on funktion f(x) raja-arvo, kun
x ldhestyy lukua 0?

Entd mitéd tapahtuu raja-arvolle, jos muutamme funktiota hieman kertomalla sita
muuttujalla x, jolloin funktioksi saadaan

f(x) = xsin(%) ,x>07?

Raja-arvoihin liittyy useita mielenkiintoisia ominaisuuksia ja laskusdéantdjd, joihin tu-
tustutaan talld kurssilla tarkemmin my6hemmin.

48



Kaikki tdhdn asti tehty ja opittu on kuitenkin johtanut meidét erotusosamdiirin raja-arvon
ddrelle. Kdydddn siis suoraan asiaan. Oletetaan nyt, ettd eri pisteet x; ja x sijaitsevat
hyvin ldhelld toisiaan. Télloin erotusosamaarasta

Ay _ f() - fxo)

Ax X — X

voidaan muodostaa raja-arvo

lim fx) — f(xo) ,
X—X0 X — X
joka kuvaa funktion f kuvaajan tangentin kulmakerrointa pisteessa xy. Koska funktion

tangentin kulmakerroin pisteessd x, on sama asia kuin funktion derivaatta pisteessa xo,
voidaan todeta, ettd derivaatta on erotusosamdiirin raja-arvo.

Maairitelma A.26 Funktion f(x) derivaatta pisteessd x; on

f'(x) = lim f() - fxo) .

X—XQ X — X

Huomautus A.27 Nyt on tdrkedd havaita, ettd derivaatalla ei kuvata pisteiden xj
ja x valiin jadvaille pisteelle piirretyn tangentin kulmakerrointa, vaan nimenomaan
pisteeseen (xo, f(xo)) piirretyn tangentin kulmakerrointa.

Tilanteen hahmottamista helpottaakseen voi ajatella niin, ettd x, on “kiinted” piste,
ja x on “liikkkuva” piste (toisin sanoen muuttuja), jonka arvo tuodaan ldhelle pisteen
Xp arvoa.

Vali [xy, x] voidaan kirjoittaa [xo, xo+ 5] eli siirtyma x-akselilla pisteestd toiseen voidaan
kuvata toisen pisteen ja pisteiden keskindisen vdlimatkan / avulla.

y @&
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Esimerkki A.28 Funktion f derivaatta pisteessd xo kuvaa nyt sitd paremmin funk-
tion f kuvaajan tangentin kulmakerrointa pisteessa xo, mitd lahempana pisteet x; ja
x sijaitsevat toisiaan.

%

f(x) y

o Xg*h. fxg+h)

— (. T0xg)

Téssd on huomattava, ettd funktion f derivaatta pisteessd xy, on f’(x,) eli tangen-
tin kulmakerroin, eikd tangentti itse. Kulmakerroin f’(xo) on siis yksikésitteinen
lukuarvo! Raja-arvona saadun tangentin yhtdlo on nyt g(x) = f'(xo)x + C, missd
C on ensimmadisen asteen yhtalolle tyypillinen vakiotermi, joka siis kertoo, missa
sekantista muodostettu tangentti leikkaa y-akselin.

Pohdinta A.29 Voisiko nyt kirjoittaa derivaatan maaritelmén funktiolle f pisteessa
xo jollain toisella tavalla etdisyyden h avulla? Kirjoita tuo toinen mééaritelma alle
varattuun tilaan.

Vinkki: kdyta hyvéaksesi sijoitusta x = xo + I .
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Nyt derivaatalle on luotu tdsmalliset madritelmaét, joten on tullut aika koostaa kaikki
tahdn asti opittu yhteen. Seuraavassa pohdinnassa nahdaan, miksi raja-arvon késitetta
tarvitaan derivaatan tdsmaéllisessd matemaattisessa mééarittelyssa.

Pohdinta A.30 Syotd GeoGebraan funktio f(x) = x?. Nyt ldhennd ndkymia niin
paljon, ettd kuvaaja ndyttda suoralta

a) origossa (0, 0),

b) pisteessa (1, 1),

c) pisteessd (-1, 1),

d) pisteessd (2, 4),

e) pisteessd (3, 9) ja

kirjaa ylos kussakin pisteessa havaitun ”“suoran” kulmakerroin.

f) Muodosta yhtdlo f’(x), joka kuvaa havaitun kulmakertoimen riippuvuutta luvus-
ta x.

g) Osoita kohdassa f) muodostamasi yhtdlo oikeaksi derivaatan maaritelméan

fxo+h) = f(xo)
h

f'(x0) = %15)13

avulla.

Askeinen pohdinta lupaili jo melkoisen iloisia - ja ehka yllattavidkin — uutisia lopullis-
ten derivaattafunktioiden yksinkertaisuudesta, mutta se on vasta tulevien oppituntien
asiaa. Lohdutuksena sanottakoon, ettd derivaattaa ei tulevaisuudessa tarvitse maarit-
tdd aina erotusosamaddradn raja-arvon kautta, ja on myo6s olemassa ohjelmistoja, jotka
kykenevit derivoimaan funktioita hyvinkin itsendisesti.

Lopuksi tutustutaan vield kevyesti yhteen derivaatan olemassaolon kannalta merkit-
tdvaan funktion ominaisuuteen eli funktion jatkuvuuteen.

Pohdinta A.31 Funktion sanotaan olevan jatkuva, mikali siind ei ole epdjatkuvuus-
kohtia. Toisin sanoen jos funktion kuvaajan voi piirtdd nostamatta kynaa paperista,
se on jatkuva. Epdjatkuvuuskohta voi olla yksittdinen piste, joka puuttuu funktion
kuvaajasta tai kohta, jossa funktion arvo hyppéaa arvosta toiseen arvoon kulkematta
valilla olevien arvojen lépi.

Epdjatkuvan funktion kuvaajaa piirrettdessd epdjatkuvuuskohtien luonne merki-
tdan varitetyilld ja varittamattomilld pisteilld, jolloin kuvaajasta saadaan informa-
tiivisempi. Mikaili epdjatkuvuuskohdan péatepiste kuuluu kuvaajaan, se merkitaan
tummenetulla pallukalla ja mikili se ei kuulu, merkitddn paatepisteen laatu varit-
tamattomalla pallukalla.
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Mité funktion derivaatalle tapahtuu epdjatkuvuuskohdissa?

Vinkki: mieti tangentin piirtdmiseen liittyvia tekijoita.

Huomautus A.32 Funktion jatkuvuus on ehdoton vaatimus funktion derivoituvuu-
den kannalta. Funktion jatkuvuudesta ei kuitenkaan seuraa sen derivoituvuutta!

Funktion derivoituvuudesta kuitenkin seuraa aina funktion jatkuvuus. Funktio on
siis jatkuva kaikkialla, missd se on derivoituva, mutta funktio ei valttamatta ole
derivoituva kaikkialla, missé se on jatkuva.
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A.3.1 Harjoitustehtivia

8. Syotd GeoGebraan funktio

ja luo kaksi liukusdadintd, aseta niille pisteiksi a ja b sekd molemmille toimintaviliksi
vahintdan suljettu vali [-5, 5].

Luo kuvaajalle f(x) pisteet A = (a, f(a)) ja B = (b, f()).

Erota pisteet liukytkimelld toisistaan siten, ettd voit piirtdd niiden véliin suoran g(x)
Suora kahden pisteen kautta -toiminnolla.

Saat nyt ndkyviin luomasi suoran g(x) yhtdalon muodossa ax+by = c. Saadaksesi suoran
kulmakertoimen selville, kdyta toimintoa Kulmakerroin tai maéarita kolmas yhtalo h(x) =
g(x). Talloin GeoGebra ndyttdd yhtdlon muodossa h(x) = g(x) = y = kx + ¢, jolloin
kulmakerroin k on helppo lukea.

Liikuttamalla pisteitd A ja B sopiviin paikkoihin, selvitd funktion kulmakerroin, kun
a)x =-2,

b)x=0ja

ox=4.

Mita tapahtuu tuloksen tarkkuudelle, kun pisteet A ja B ldhestyvét toisiaan, olematta
kuitenkaan samat? Entd mitd tapahtuu, kun pisteet ovat samat ja miksi niin kéy?

9. Laske derivaatan maaritelmaa

) —
Fx) :}}f(} flxo + 2 f(xo)

kdyttden funktion f(x) = 2x> derivaatan arvot, kun

a)xo=1,
b)xo =2,
c)xo=-1ja
d)xo=-2.

Vinkki: kasittele muuttujaa # summissa, erotuksissa ja tuloissa niin kuin sen arvo olisi
nolla.

Lisiitehtivi: osoita maaritelmas apuna kiyttéden, ettd funktion f(x) = 2x? derivaatta on
muotoa f'(x) = 4x.

10. Syota GeoGebraan funktio f(x) = $x°. Nyt ldhenna nidkymaa niin paljon, ettd ku-

vaaja ndyttdd suoralta ja selvitd “suoran” kulmakerroin, kun muuttuja x saa arvot a) —

g):
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Muuttujan x arvo ”Suoran” kulmakerroin
a)x =-3

b)x=-2

c)x=-1

d)x=0

e)x=1

flx=2

g)x=3

Muodosta yhtdlo f’(x), joka kuvaa kulmakertoimen riippuvuutta luvusta x.

Vinkki: Voit halutessasi kdyttdd apuna pistettd A ja piirtdd tangenttisuoran sen avulla.
Kun tangenttia ei voi erottaa funktion kuvaajasta, olet ldhestynyt kysyttya pistetta
tarpeeksi paljon.
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A4 Yhteenveto ja lisdtietoutta

Kertaus A.33 Tangentti on suora, joka paikallisesti sivuaa funktion kuvajaa yhdessa
pisteessa.

RS

g e
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Erotusosamdiri kuvaa funktion y-koordinaatin ja x-koordinaattien muutoksen suh-

detta.
Af@) _ Ay _y—yo _ f() ~ flxo)

Ax Ax  x—xp X — Xo

Funktion raja-arvo on se arvo L, jota funktion arvo ldhestyy, kun muuttujan x arvo
lahestyy arvoa x.

lim f(x)=L.
X—X0

Derivaatta on erotusosamdiran raja-arvo!

Funktion f(x) derivaatta pisteessd x, on

G = Jim T L0
eli )
s = tim Floxo+ 2— fa)
f(x) Y ¢
o (Xg*h, f(xy+h))
—/(.xo. f(xo))
X
Lisitieto A.34

Derivaatan historiaa

Matematiikassa ongelmien visualisointi kuvaajien avulla on meille nykyéaéan itses-
tddnselvyys, mutta aina niin ei ole ollut. Matematiikan pitkdstd historiasta huoli-
matta vasta 1300-luvun puolivilissd ranskalainen tiedemies Nicole Oresme piir-
si ensimmadiset tunnetut kuvaajat, joissa nopeus ajan funktiona esitettiin palkkien
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avulla. Oresmen ajatus oli, ettd geometristen muotojen, kuten viivojen ja nelikul-
mioden, avulla voitiin esittdd muuttujien kayttaytymistd esimerkiksi ajan suhteen.
Oresme my0s ymmarsi, ettd tasainen nopeuden kasvu kertoo tasaisesta kiihtyvyy-
dysté ja ettd aika-nopeus -kuvaajassa graafin ja aika-akselin viliin jadva pinta-ala
kertoo kuljetun matkan. Alla on kuva Oresmen teoksessaan ”De configura-tionibus
qualitum” esittdmastd todistuksesta kiihtyvéassa liikkeessd olevan kaapaleen keski-
nopeuden madrittdmiseksi.

Analyyttisen derivaatan historia on suhteellisen lyhyt, silld se alkaa vasta 1600-
luvulta. Ennen sitd funktioden arvojen muutosta ei juurikaan oltu analyyttisesti
tutkittu. Derivaatan idean pédivdanvaloon toivat Isaac Newton ja Gottfried Leibniz
padtyen keskindiseen kiistaan siitd, kumpi oli todellisuudessa keksinnoén takana.
Newtonin aikanaan kdyttimd nimitys derivaatasta oli kuitenkin “fluxion” (= vir-
taus) janimen “derivaatta” otti kdyttoon vasta italialais-ranskalainen matemaatikko
ja astronomi Joseph-Louis Lagrange 1700-luvun lopulla.

Alunperin derivaatan tulkittiin kuvaavan funktion arvojen muutoksen suuruutta,
kun ldhtojoukossa arvot muuttuivat infinitesimaalisen verran, siis todella, todella
vdhan. Kuitenkin 1900-luvulle tultaessa matematiikot halusivat ottaa kdyttoon ylei-
semmadn ja formaalimman maédritelmén, jolloin derivaatta oli mielekkdampi maa-
ritelld erotusosaméddradn raja-arvona, kuten se tassakin kirjassa tehddaan. Ajatus dif-
ferentiaaliyhtédloiden laskemisesta infinitesimaalien avulla eldd kuitenkin edelleen
vahvana esimerkiksi fysiikan ja tekniikan aloilla, silld se on useasti kdytannollinen
ja hyva keino paédsté tdysin samaan lopputulokseen kuin raja-arvon avulla.
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B Opettajan opas

B.1 Johdanto

Opetushallituksen Lukion opetussuunnitelman perusteissa (2019) lukion matematiikan
pitkdn oppiméaéran kurssin MAA6 “Derivaatta” tavoitteiksi asetetaan, ettd opiskelija

“tutustuu ilmididen matemaattisten mallien kdyttdytymiseen derivaatan avulla, omak-
suu havainnollisen kasityksen funktion raja-arvosta ja jatkuvuudesta ja ymmartaa de-
rivaatan tulkinnan funktion muutosnopeutena”.

Etenkin néihin tavoitteisiin pureudutaan téssd kirjan ensimmadisesséd luvussa. Tavoit-
teena on, ettd opiskelijalle tuotetaan vahva visuaalinen ymmarrys funktion muutos-
nopeuden madrittdmisestd ja siihen liittyvistd haasteista, jotka pyritddn ratkaisemaan
kurssin edetessd analyyttisen matematiikan keinoin. Tdamén oppimateriaalin on tarkoi-
tus soveltua sekd 45 ettd 75 minuutin oppitunneille ja seuraavaksi esitetdan ehdotus
tuntijaosta.

Miki ihmeen derivaatta? 1 x 75min tai 1,5 x 45 min
Erotusosamiiri 1 x 75min tai 1,5 x 45 min
Erotusosamaddrin raja-arvo 1 x 75min tai 1,5 x 45 min

Johdanto-osion eli kappaleen “Mikd ihmeen derivaatta?” voi mahdollisesti kdyda no-
peamminkin, mikali esimerkiksi opettavan ryhmén taidot ovat selvédsti niin hyviét, ettei
kulmakertoimen maarittamista tarvitse kerrata pitkdn kaavan kautta. Johdanto-osioon
on kuitenkin tehty laajoja esimerkkejd derivaatan merkityksestd eri tieteenaloilla ja
nditd esimerkkejd kannattaa kédyttdd keskustelun herédttimiseen ja opiskelijoiden moti-
voimiseen.

Taman materiaalin keskeinen piirre on, ettd derivaattaa aletaan opettamaan oppiaine-
rajat ylittdvien arki- ja ty0eldmaééan liittyvien tehtdvien pohjalta siten, ettd esimerkiksi
keskeisind tekijoind oppimateriaalissa esiintyvda suureet nopeus ja kiihtyovyys. Oppima-
teriaalissa opiskelua ja oppimista kuljettavina tekijoind ovat esimerkit ja niihin liittyvat
pohdintatehtivit. Yleissivistaivand hoysteend materiaaliin on myos siroteltu aiheeseen
liittyvid historiallisia faktoja ja nippelitietoa.

Téssd oppimateriaalissa pohdintatehtdvit toimittavat tuntitehtdvien virkaa, ja jokaisen
kappaleen lopusta 16ytyy kappaleeseen liittyvid harjoitustehtédvid, jotka sopivat koti-
tehtdviksi. Tarkoitus on, ettd ndma luonteeltaan kaikkein johdattelevimmat oppitunnit
ovat yhteistd perusteiden luomista, jossa teoria ja pohdintatehtdvét vuorottelevat opet-
tajan toimiessa tahtia ylldpitdvand kapellimestarina.

Kirjoittajan tavoitteena on, ettd tédlld oppimateriaalilla matematiikan opiskelusta ja op-
pimisesta pyritddn luomaan yhteisollinen kokemus opetusryhmiéille. Tarkoitus on, etta
opettaja osallistaa opiskelijoita ajankdyton puitteiden ja ryhmaén sosiaalisten taipumus-
ten mukaan mahdollisimman paljon opetuksessa antamalla tilaa opiskelijoiden omal-
le ajatustyolle etenkin pohdintatehtdvissd. Tamén oppimateriaalin tarkoitus on myos
ryhmayttda opetusryhmaéd sekd tuottaa luokkaan ilmapiiri, jossa matematiikasta kes-
kusteleminen koetaan normaalina osana opetusta ja oppimista.
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B.2 Pohdintatehtivit

Mika ihmeen derivaatta?

Pohdinta A.1

Naytelman tarkoitus on tuoda esille syitd opiskella derivaattaa ja derivoimista seka
toisaalta nostaa esiin jo opiskelijoiden olemassa olevaa tietoutta funktioiden kayttayty-
misestd. Tarkoituksena on myds havainnollistaa, ettei ole eksaktia puhua “funktion kul-
makertoimesta”, vaan oikea ilmaus on ”funktion kuvaajan tangentin kulmakerroin”.
Lisdksi pohdinnan tarkoitus on herattad keskustelua siitd, minkdlaisen matemaattisen
tiedon johtaminen funktiosta on ylipdataan mahdollista.

Pohdinta A.6

Tehtdvian tarkoitus kohdassa a) on palauttaa mieliin hetkellisen nopeuden maééarittami-
nen tangentin kulmakertoimen avulla. Lisdksi tutustutaan tangentin kulmakertoimes-
ta saataavaan tietoon sekd opetellaan tulkitsemaan sen muutoksien merkitystad ilmion
kannalta. Kohdassa b) siis haetaan kuvaajan huippuja ja pohjia, kun taas kohdassa
¢) tulisi havaita, ettd jousen paan nopeus on suurimmillaan kun se ohittaa korkeuden
0 cm Kohdassa d) tulisi havaita, miten keskinopeus voi olla nolla, vaikka jousen liiketila
onkin jatkuvassa muutoksessa.

Pohdinta A.9

Pohdinnan on tarkoitus osoittaa opiskelijalle, ettd tutkittava funktio voi olla vakiofunk-
tio tai, ettd monimutkaisemmassakin funktiossa voi esiintyd porrasmaisia tasannekotia.
Opiskelijan tulisi havaita, ettd pelkka tieto derivaatan nollakohdasta ilman tietoa sen
ymparistOstd ei vield vilttdimaittd tuo toivottua ratkaisua.

Pohdinta A.10

Ensimmadisen asteen polynomin kuvaajan tangentin kulmakertoimesta saadaan rekan
kithtyvyyden arvoksi 0, 3 m/s?.

Monimutkaisemman polynomin kuvaajan tangentin kulmakertoimesta saadaa polku-
pyoran kiihtyvyyden arvoiksi:

t=1:=1m/s?
t=4:~0,25m/s?
t=9:=-0,08 m/s?

Pohdinnan tarkoitus on osoittaa, miten pisteiden valinta vaikuttaa saadun lopputu-
loksen laatuun. Toisin sanoen keskeinen havainto olisi, ettd joistain funktioista niiden
kuvaajan kulmakerroin voidaan maéadarittdd mielivaltaisesta pisteestd, mutta joskus on
syyta olla kiinnostunut kulmakertoimesta jossain tietyssd pisteessa.

Erotusosamaara
Pohdinta A.14
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Naytelmén tarkoitus on viedd opiskelijoiden ajatukset tangentista sekanttiin ja siten
erotusosamddran idean darelle. Tangentin korvaaminen sekantilla pyritddn oikeuttaa-
maan ajatuksella sekantista tangentin helppona approksimaationa, joka saadaan ai-
kaan valitsemalla sekantin méarittelyssa kdytetyt pisteet sopivasti ja ldheltd toisiaan.
Dialogi on muista materiaalin vuoropuheluista poiketen kirjoitettu vahvalla itd- ja lan-
simurteella ja hahmojen keskustelutapaan on liitetty eritoten karjalaisiin ja pohjalaisiin
ihmisiin yhdistettyja luonteenpiirteita.

a) Eilan tavassa ongelmana on, ettd jos funktio kulkee sopivasti valittujen pisteiden
valilld, voi keskiarvo kulmakertoimelle olla jopa erimerkkinen kuin tangentin kulma-
kerroin siind pisteessd jossa sitd haluttiin kuvata.

b) Anjan tapa tuottaa hyvan approksimaation tangentille sekantin avulla, kunhan pis-
teet valitaan sopivasti, eli kdytannossa riittdvan laheltd toisiaan. Myos se, ettd kuvattua
pistettd kdytetddn maéarityksessd, pienentdd virheen mahdollisuutta.

Pohdinta A.19

Tehtavan tarkoitus on ensisijaisesti osoittaa, ettd moni fysikaalinen suure on erotusosa-
madrd. Hyva huomio ja keskustelunaihe on my®6s kiihtyvyyden matemaattinen luonne
nopeuden — joka itsessddn on jo erotusosamddrd — ja ajan erotusosamddrdnd. Kulma-
kertoimellakin voi siis olla kulmakerroin! Ylospdin eriyttdmistd ajatellen tehon kaavan
on tarkoitus johtaa havaintoon, ettd pystyakselin yksikko voi olla tulo FAs (eli vastaa
pinta-alaa, jolloin tehoa voi ajatella kolmiulotteisena matemaattisena ”oliona”) seka
havaintoon P = Fo.

Pohdinta A.20

Taman tehtdvan tarkoitus on johtaa ajatukset kohti raja-arvoa, silld erotusosaméarana
saatavan sekantin kulmakertoimen tarkkuus suhteessa funktion kuvaajalle piirrettyyn
tangentin todelliseen kulmakertoimeen riippuu valittujen pisteiden x; ja x, keskinai-
sestd etdisyydestd sekd funktion kdyttdytymisestd pisteiden valilld. Pohdinnan aikana
on mahdollista tehdd havainnot erityisesti funktioiden f(x) = 2x ja g(x) = sin(x) ero-
tusosamddrdn luonteesta, sen sijaan funktion h(x) = log,,(x) erotusosamééran yleista
muotoa voi tuskin mitenkddn helposti tdssd kohden kurssia havaita.

Pohdinta A.21

Taman pohdinnan on tarkoitus on johtaa seuraavan kappaleen kannalta merkittivaan
havaintoon ja viimeistddn herattdad opiskelijassa tarve pddstd todella ldhelle pistettd x;.
Tehtavan ideana on havaita, ettd mikéli funktion kuvaajan kdyttadytymista ei tunneta,
eikd graafista ratkaisua sen tangentille voida tehdd, voidaan tangentin yht&lod lasken-
nallisesti approksimoida kadyttdmalld kahden todella ldhelld toisaan olevan pisteen va-
listd sekanttia tangentin korvikkeena. Vinkin tarkoitus on havainnollistaa opiskelijalle,
ettd piirsipd han millaisen tahansa (derivoituvan) funktion, niin parhaan approksimaa-
tion tangentille hdn saa sekantin avulla, kun pisteet (x3, f(x1) ja (x2, f(x2)) ovat todella
lahelld toisiaan.

Erotusosamadran raja-arvo
Pohdinta A.22
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Naytelmd on toisaalta yleissivistdva katsaus antiikin filosofiaan, toisaalta se vie aja-
tukset kohti infinitesimaalisia kokoluokkia. Sokraattisen keskustelun muotoon kirjoi-
tetussa ndytelméssd Antti on vakuuttunut siitd, ettei nopeampi juoksija voi ollenkaan
tavoittaa hitaampaa, silld joka kerta, kun nopeampi on tullut sithen paikkaan, jossa
hitaampi hetki sitten oli, hitaampi on ehtinyt edetd hieman kauemmas.

a) Antin logiikan ongelmana on se, ettd Antti tarkastelee vain ohitusta edeltdvia hetkia
aina lyhentden tarkasteluvilid omaan logiikkaansa sopivalla tavalla, jolloin voi syntya
paradoksaalinen illuusio siitd, ettei nopeampi juoksija tavoita hitaampaa tai Akhilleus
kilpikonnaa.

b) Opiskelijan tutkiessa Reetan kuvaajaa tilanteesta kdy ilmi, ettd kun juoksijoiden
paikan kuvaajat leikkaavat, kuvaajien erotuksien suuruus ldhestyy talloin lukua nolla
sekd ennen ja jalkeen ohitushetken.

Pohdinta A.25

Funktiolle f(x) = sin(10/x) on mahdoton méérittda raja-arvoa kun x — 0, silld funktio
f(x) oskilloi niin voimakkaasti.

Muokattu funktio f(x) = x sin(10/x) sen sijaan ndyttda saavan origossa raja-arvon nolla,
jota funktion arvot ldhestyvat molemmilta puolilta y-akselin suhteen.

Pohdinta A.29

Téssd pohdinnassa annetaan noheville opiskelijoille mahdollisuus kirjoittaa derivaatan
madritelmd muodossa, jossa piste x on muodostettu vakion / avulla x = x( + A, jolloin
derivaatan madritelma funktiolle f pisteessd x, tulee muotoon

h) —
F(x0) :%}HO‘ flxo+ 2 f(xo)'

Pohdinta A.30

Téssd pohdinnassa halutaan koota kaikki opittu yhteen ja yhdistdad derivaatan visuaa-
linen hahmottaninen sen analyytiseen kasittelyyn. Kulmakertoimiksi ”suoralle” tulisi
havaita

a)0,
b)2,
c) -2,
d)4 ja
e)6.

f) Opiskelijan tulisi havaita, ettd kulmakerroin riippuu luvusta x yhtilon f'(x) = 2x
mukaisesti.

g) Tarkoituksena on, ettd opiskelija kdyttdd derivaatan mddritelm&a ja binomin nelion
kaavaa johtaakseen kohdassa f) muodostetun yhtdlon. Muuttujan & raja-arvon késitte-
lyssd opettajan todenndkoisesti tarvitsee ottaa johdatteleva rooli, silld timéa on ensim-
madinen kerta, kun opiskelija joutuu késitteleméén raja-arvoja analyyttisesti — kaiken
lisdksi ilman tietoa niiden laskusadnndista.
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Pohdinta A.31

Epdjatkuvuuskohdassa funktiolla ei ole derivaattaa. Tatd pohdintaa voi esimerkiksi
miettid ihan paperille piirtamalld. Funktion kuvaajan epdjatkuvuuspisteeseen on mah-
dotonta piirtdd derivaattaan liittyvaa tangenttia, silld padtepisteessd tangentille voidaan
madrittdd mielivaltaisesti erilaisia arvoja. Tilannetta voi kuvata opiskelijoille esimerkik-
si seuraavasti: tangentti kuvaajan epdjatkuvuuspisteessd on kuin kiikkulauta kapean
tukipisteen pdilld, toisin sanoen asennoltaan — ja siten arvoltaan — epdmadrdinen.

B.3 Lisdhuomioita opettajalle

Harjoitustehtdvassd 7. on mahdollista vertailla erityisesti voiman ja tehon méaritelmid,
joissa havaitaan niiden yhtéldiset lahtokohdat fysikaalisen tyon derivaattoina, toinen
paikan ja toinen ajan suhteen. Mielenkiintoisena ja ammattimaiseen fysiikkaan liitty-
vana lisdtietona voi opiskelijoille esittdd myods voiman liikeméaaran derivaattana ajan
suhteen

_d o d _Ap
F = E(mv) = dtp(v) = A

Harjoitustehtdvaa 7 tarkistettaessa pahkailya voi ketjuttaa vield pidemmalle miettimal-
14 eri suureiden differentiaalisia yhteyksia: toisaalta voima on liikem&&dran muutos ajan
suhteen, toisaalta liikemddrd on liike-energian muutos nopeuden suhteen ja toisaalta
nopeus on paikan muuotos ajan suhteen.

Harjoitustehtdvassa 9 opiskelija perehtyy derivaatan méaaritelméan laskennalliseen kayt-
tamiseen ja tehtdvan Lisdtehtivi-osiossa opiskelija joutuu osoittamaan yksinkertaisen
derivaatan yhtdlon todeksi kdyttamalld derivaatan méaritelmaa. Harjoitustehtavan ja
etenkin Lisitehtivi-osion sujuvuuden kannalta on tarkeds, ettd pohdinnan A.30 kohta
g) on kdyty hyvin yhdessé ldpi oppitunnilla, silld muuten raja-arvojen laskeminen voi
olla turhan haastavaa tdssd vaiheessa kurssia.
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C Tehtavien vastaukset

Mika ihmeen derivaatta

Tehtava 1

a)1%,2%tai3 % (0s,0,5stails)

b)14 %,15 * tai 16 ©* (65, 6,55tai 7 s)

c) On vaikea sanoa, mitd hetked palkin esittdméa nopeus kuvaa.
d)25

Tehtdva 2

Oikea vastaus:

c) Molemmilta kuvaajilta.

Halutut hetket:

e) Nopeus on suurimmillaan, kun t = [755,80 s] .

f) Nopeus on nolla, kunt = [50s,75s]jat = [855,90 s] .
Tehtava 3

a)~1

b) = 0

o=~-1

d) =0

e)~1

d) Tangentin kulmakertoimen arvot ovat ldhelld tai tdismélleen cosini-funktion arvoja
samoilla muuttujan x arvoilla.

Erotusosamaara

Tehtava 4

11 m/s

Tehtivi 5
2) 39,5 E;u L 4,58 1
m_ng m
0 36,5 ?;32 Y 4,51
Hetki, josta ollaan kiinnostuneita ont =4,0s

Tehtiva 6

Esimerkkiratkaisu:
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Bl A& Y

O W) =tsin(t+3)+20, (0<t<19)

o A = Point(W) @
— (3.89, 22.21)

o B = Point(W) ®
~ (3.57, 21.01)

o C = Point(W) ®
— (12.09, 26.99)

° D = Point(W) o
— (12.46, 23)

° E = Point(W) @
~ (14.26, 5.74)

o F = Point(W) @
— (14.44, 5.75)

® f: Line(A,B)
— 1.2x - 0.32y = -2.38 h

o & Line(C, D) .
— 3.99x + 0.37y = 58.33

® h : Line(F, E)

!

0.01x - 0.18y = -0.92

c) Médrityksen tarkkuus kasvaa ldhestyttdessd kysyttyd pistettd ja vastaavasti pienee,
kun kysytystéa pisteestd loitotaan kauemmas

Tehtava 7

SUURE SYMBOLI MATEMAATTINEN MAARITELMA MERKITYS
As Paikan muutos ajan suhteen
nopeus v At
Av Nopeuden muutos ajan suhteen
kiihtyvyys a At
AW Tehdyn tydn muutos ajan suhteen
teho P At
Ap Kulman muutos ajan suhteen
kulmanopeus w At
AEjiike Liike-energian muutos nopeuden
likkemaara P Av suhteen
AW Tehdyn tyon muutos paikan suhteen
voima F As
Aw Kulmanopeuden muutos ajan suhteen
kulmakiihtyvyys a At
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Erotusosamairan raja-arvo
Tehtava 8

a) 2 = 0,185185...

b) 3

) T2 = —0,374149...

2 GeoGebra Classic

B s bl 004N =

15 x EaY% EC
Q@ f(x) = m Lol o /
P - VSN
a=05 H 2
® . *® b=-39
—- . B T g
b=-3.9 : s
© s —e o 1
® A = (a,f(a)) 05
~ (0.5, 1.43) x
5 45 4 35 -3 25 -2 -15 A1 05 0 05 15 25 35
N CLO)
-0
- (-3.9,-2.89)
-1
o g : Line(B,A)
— -4.32x + 44y — 412 i
o 00 =& g i =
. 0.98x+0.94 =25
B
+ Input... -3
-35
h —4
tai
€2 GeoGebra Classic
(R] A ” A0 O LN =%
15 x =N y T
QO f(x) =
) x24+5 oL ¢
o 2705 : a
5 —————— 5 ) b=-35 3
b=-35 H
® ., — ®
. 2 k=112
o A= (i)
— (0.5, 1.43)
1
B = (b, f(b
o B=(bib)
— (-3.5,-3.04) X
s AB -6 -5 -4 0 1 2 3
e & uora(A, B)
— 4.47x - 4y = -3.48 Ly
® k = Kulmakerroin(g)
~ 112 f 5
+  Syéttokentta...
=3
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Tuloksen tarkkuus paranee, kun pisteet A ja B lahestyvat toisiaan. Mikali pisteet A ja B
ovat samat, ei ole mahdollista médarittda suoraa niiden avulla.

Tehtdvi 9
a)4
b) 8
c) —4
d) -8
Lisiitehtivi: funktion f(x) = 2x? derivaattafunktio on:
2 h)? — 2x? 2 2 2x? 2 2h(2x + h
£/(x) = lim (x+h) X :hm2x + 4xh + 2h* — 2x :hm4xh+2h  lim 2x +h) .
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

Tehtdava 10

Muuttujan x arvo ”Suoran” kulmakerroin

a)x =-3 9

b)x=-2 4

cx=-1 1

d)x=0 0

e)x=1 1

flx=2 4

gx=3 9
Haluttu yhtalo:

f(x)=2*.
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