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Johdanto

Kek ja Huijser [12] ovat tutkineet ongelmaldhtéisen oppimisen vaikutuksia opiskelijoi-
den kykyyn ajatella kriittisesti. He antoivat kriittiselle ajatettelijalle kaksi maaritelméaa.
Toisen madritelman mukaan kriittinen ajattelija tarkoittaa muun muassa henkil6é, jol-
la on parempi kyky ajatella. Toisen maéritelman mukaan kriittinen ajattelija tarkoittaa
henkiloa, jolla on kyky ajatella kriittisesti, analysoida tehokkaasti ja olla hyva ongelman-
ratkaisija. Tutkimukset ovat osoittaneet, etta kriittista ajattelukykya voidaan opettaa ja
etta opiskelijakeskeiselld opetustavalla voidaan kehittda tehokkaasti opiskelijoiden ajat-
telukykya. Erityisen hyvéksi tavaksi kehittda opiskelijoiden ajattelutaitoa ja ongelman-
ratkaisukykyé he nimeéavat juuri ongelmaldhtoisen oppimisen, jonka avulla voidaan myos
opettaa tuntien aihepiireihin kuuluvat asiat.

Teknologian yleistyessa niin tyoeldmassa kuin opetuskaytossa oppikirjojen kehitys on jaé-
nyt hieman jalkeen. Koulun tulisi valmistaa opiskelijoita tulevaisuuteen, joka on yhé digi-
taalisempi. Tama vaatii opiskelijoilta yha enemman kriittista ajattelua, analysointitaitoja
sekd ongelmanratkaisukykya. Vuonna 2016 julkaistussa lukion opetussuunnitelman perus-
teissa [16] korostetaan opiskelijan ajattelun kehittdmisté sekéd teknologian yhdistdmisté
opetukseen. Opetussuunnitelmassa lukee muun muassa, ettd matematiikan opetuksen ta-
voitteena on kehittda opiskelijoiden kriittista ajattelua sekéd opiskelijoiden paattely- ja
ongelmanratkaisutaitoja. Matematiikan opetuksen tavoitteena ei siis ole opettaa pelkkia
asiasisaltojé, vaan kehittda siind samassa opiskelijoiden kykya ajatella.

Tamé tutkielma on tehty osana Oulun ja Turun yliopistojen yhteistd Avoin Oppikirja-
projektia, jonka tarkoituksena on luoda ilmaisia tuoreimman opetussuunnitelman mu-
kaisia pitkdn ja lyhyen matematiikan oppikirjoja lukioiden kéytettavéiksi. Tutkielma on
tehty lukion MAA 5 Analyyttinen geometria-kurssia varten, ja se sisiltdd kirjan osat
leikkauspisteista seka itseisarvoyhtéaloista ja -epédyhtéaloistd. Tutkielmassa on valmiiden
oppimateriaalien lisdksi perusteluosio, jossa on perusteltu kirjan tyylid, tehtédvavalintoja
seké opetettavia asioita sekd opettajanopas, jossa on esitettyna tiiviisti jokaisen kirjan
kappaleen tavoitteet sekda pohdintatehtéavien opetukselliset tavoitteet ja vastaukset.

Oppikirjan rakenne perustuu ongelmaldhtoiseen oppimiseen, jossa opiskelija oppii uudet
asiat ratkoen avoimia tai johdateltuja pohdintatehtavia aiheisiin liittyen. Tavoitteena on,
ettd opiskelija ymmartaé asiat talld tavoin syvallisemmin ja kehittda samalla omaa ajatte-
lukykyaan. Koska useat tutkimukset ovat tuoneet esille ongelmalédhtoisen oppimisen epa-
kohtia ja puutteita oppimisen kannalta, sisaltaa oppikirja kuitenkin myos esimerkkeja ja
mallitehtavid yleisesti haastavista tehtavityypeistda. Kirjan osia varten on etsitty paljon
tutkimustietoa tutkielman aiheista, ja tutkimuksissa ilmenneisiin yleisiin opiskelijoiden
virheldhteisiin on pyritty tarttumaan useissa pohdinta -ja harjoitustehtévissa.



1 Oppikirjan tavoitteet

1.1 Opetussuunnitelma

Lukion opetussuunnitelman perusteissa [16], joita on tullut noudattaa 1.8.2016 lukien,
asetettiin kurssin MAA5 Analyyttinen geometria tavoitteiksi

e ymmartda, kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksid geometristen ja algebral-
listen késitteiden vialille

e ymmértda pistejoukon yhtalon kasitteen ja oppii tutkimaan yhtaloiden avulla pis-
teita,suoria, ympyroita ja paraabeleja

e syventad itseisarvokasitteen ymmartamystaédn ja oppii ratkaisemaan sellaisia yksin-
kertaisia itseisarvoyhtéloita ja vastaavia epayhtéloita, jotka ovat tyyppia |f(z)| = a

tai | f(2)| = [g()]

e osaa kayttaa teknisia apuvalineita pistejoukon yhtalon tutkimisessa seké yhtaloiden,
yhtéaloryhmien, itseisarvoyhtaloiden ja epayhtaloiden ratkaisemisessa sovellusongel-
missa.

Tavotteista kaikki liittyvét laheisesti taman oppikirjan osan aiheisiin, eli leikkauspistei-
siin, itseisarvoyhtaloihin ja -epéayhtéloihin, ja varsinkin kolmas tavoite liittyy juuri tdhan
kirjan osaan. Témaén lisdksi erityisesti tdmén oppikirjan osan osiot pyrkivit toteuttamaan
tavoitetta yhteyksien luomisesta geometristen ja algebrallisten késitteiden valille.

Lukion opetussuunnitelman perusteet esittda myos yhteisia tavotteita kaikille pitkan ma-
tematiikan kursseille. Tassd oppikirjan osiossa niistd pyritddn toteuttamaan erityisesti
tavoitteita

e rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimiseen seka niiden
kriittiseen arviointiin

e ymmartda ja osaa kayttda matematiikan kieltd, kuten seuraamaan matemaattisen
tiedon esittamistéd, lukemaan matemaattista tekstia, keskustelemaan matematiikas-
ta, ja oppii arvostamaan esityksen tasméllisyytta ja perustelujen selkeytta

e kehittdd lausekkeiden kasittely-, padttely- ja ongelmanratkaisutaitojaan

e osaa kayttda tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmia, teknisia apuvalineitéa
ja tietolahteité.

Jotta naihin tavoitteisiin padstaisiin, on oppikirjan tamén osan teemoiksi valikoitunut tut-
kiminen ja pohtiminen. Sisélt6ja ei pyrita esittdmaan opiskelijoille valmiina, vaan opiske-
lijoille annetaan mahdollisuus saada itse huomata matemaattisia sadnnénmukaisuuksia ja
menetelmid. Opiskelijoiden matemaattisen kielen kéyttoa ja muun muassa péattelytaito-
ja pyritaan kehittaméan esimerkiksi keskustelevilla totuusarvotehtévilla, joissa opiskelijat
joutuvat perustelemaan omia havaintojaan ja paattelyketjujaan. Kaikkea sisaltod ei jateta
kuitenkaan avoimeksi ja opiskelijoiden oman tutkimisen varaan, vaan kirja sisaltad myos



valmiiksi ratkaistuja esimerkkitehtavié yleisesti haastavista aiheista. Tama johtuu useista
pohdintatehtévia ja esimerkkejé tutkineista tutkimuksista, joista esimerkiksi Kirschner,
Sweller ja Clark [13] nostavat esille mallitehtévien ja esimerkkien tarpeen opetuksessa.

1.2 Habits of mind- tavoitteet

Opetussuunnitelmassa asetettujen tavoitteiden lisaksi kirjaa tekemassa olevan projekti-
ryhmén kanssa sovittiin yhteisid tavotteita oppikirjalle. Tavoitteet valikoituivat artikke-
lista Habits of mind: An organizing Principle for Mathematics Curricula [5]. Artikkeli
kasittelee matematiikan koulutusta siita nakokulmasta, minkélaista sen tulisi olla, jotta
opiskelijat olisivat valmiita kohtaamaan tulevaisuuden haasteita. Artikkeli esittelee useita
habits of mindeja, joiden voidaan ajatella olevan opiskelijoille opetettavia ajatusmalleja,
joita pitaisi pyrkia saavuttamaan. Artikkelin mukaan opiskelijoiden tulisi olla sddnnénmu-
kaisuuksien etsijoita (pattern sniffers), kokeilijoita (experimenters), kuvailijoita (descri-
bers), nikkareita (tinkerers), keksijoita (inventors), visualisoijia (visualizers), hypoteesien
muodostajia (conjecturers) sekd arvaajia (guessers). Kyseisistd kahdeksasta tavoitteesta
Analyyttisen geometrian oppikirjan tavoitteiksi valittiin, ettd opiskelijoiden tulisi olla

Visualisoijia, jolla tassa oppikirjan kontekstissa tarkoitetaan sité, ettd opiskelijoiden
tulisi kyeta kuvallistamaan matemaattisia siséltoja. Tahén kirjassa pyritdan pitdmalla
jatkuvasti sisaltojen algebrallinen ja graafinen esitys mukana. Ideaalitilanteessa opiske-
lija kykenee myoskin itse paatteleméan, milloin toinen esitystapa on toista esitystapaa
hyodyllisempi tehtavin ratkaisemisen kannalta.

Kirjaan on tehty tehtavia, jotka perustuvat taysin asioiden visuaaliseen esitykseen ja kasit-
teiden geometriseen ymmérrykseen. Myos kirjassa esiintyvét mallitehtéavat on tehty siten,
ettd jos tehtdvan ratkaisussa voidaan hyodyntaa kuvia tai visuaalisuutta, on kuvia lisatty
mallitehtavien ratkaisuihin. Talla tavoin opiskelijoita ohjataan lisadméan visuaalisuutta
my6s omiin ratkasuihinsa ja samalla lisddmaan ymmarrystaén asiasta.

Kuvalijoita, jolloin opiskelijan tulisi kyeta kuvailemaan askeleita prosesseissa, peruste-
lemaan omia péattelyitdan seka kirjoittamaan ylos omia perusteluitaan. Taman tulisi
tapahtua matemaattisella kielelld, jonka hallitseminen mahdollistaa asioiden tarkan ku-
vailemisen.

Oppikirjassa tdhan tavoitteeseen pyritdén erityisesti parin kanssa tai ryhméssé tehtévil-
la keskustelutehtévilla, joissa opiskelijoiden tulee esimerkiksi perustella, onko tehtavassa
annettu lause totta.

Kokeilijoita, jolloin matemaattisen ongelman kohdatessaan opiskelijat alkaisivat leikki-
maan silld, testaamaan aikaisemmin hyvéaksi koettuja strategioita ja kokeilemaan, mita
tapahtuu kun parametreja muutetaan. Térkeda on kuitenkin, ettd opiskelijat myos epai-
levat kokeilemisen kautta saamiaan tuloksia ja ymmartavat, ettd onnistunut kokeellinen
tulos ei viela valttdmatta todista lausetta todeksi.

Oppikirjassa pyritddn tahdn tavoitteeseen erityisesti tutkivilla tehtévityypeilld, joissa
opiskelijoita ei valttamatta suoraan ohjata haluttuun suuntaan vaan annetaan heille va-
paus tehdé tehtava omalla tavallaan. Erityisen toivottavaa on, ettéa opiskelijat rohkaistuvat
kokeilemaan ja tutkimaan uusia ongelmia Geogebraa apuna kéyttaen.



Kyseiset kolme tavoitetta seka taydentavat etta myoskin toteuttavat lukion opetussuun-
nitelman perusteissa mainittuja tavoitteita. Tavoitteet ovat myoskin luonnollisia valintoja
kyseiselle kurssille, jossa tarkoituksena on oppia luomaan yhteyksia algebrallisten ja geo-
metristen kasitteiden valille.

Artikkelin kolmen tavoitteen lisdksi yhdeksi yhteiseksi tavoitteeksi valitsimme projektiryh-
méan kanssa joustavuuden. Talla tarkoitetaan sita, etté opiskelijat oppisivat ratkaisemaan
tehtavatyyppeja useammilla eri tavoilla eivatka olisi sidottuja tiettyyn ratkaisumalliin.
Taten opiskelijat olisivat valmiimpia kohtaamaan ei-rutiininomaisia ongelmia seké ky-
kenisivat myos keskustelemaan matemaattisista sisalldista ymmartaen asiaa laajemmin.
Joustavuutta pyritdan myos lisadmaan yhdistelemélla ja vertailemalla kurssin siséltoja
MAA 4 Vektorit-kurssin vastaaviin siséltéihin.

Tassé oppikirjan osassa opiskelijoiden joustavuutta pyritaan lisidmaan erityisesti kahdella
eri tehtavatyypilld. Toisessa tehtavityypissé opiskelijoita ohjataan tekeméaan sama tehtava
useammalla eri tavalla ja taten pohtimaan, kumpi ratkaisumalli on itselle soveltuvampi.
Toisessa tehtavityypissa puolestaan esitetdan opiskelijoille kaksi erilaista tapaa ratkaista
sama tehtava, ja annetaan opiskelijoille mahdollisuus pohtia, milloin toinen ratkaisutapa
on toista parempi.

1.3 Tehtavatyypit

Projektiryhmén kanssa sovittiin myos tietynlaisia yhteisia tehtavatyyppeja oppikirjalle.
Tehtavityypit valikoituivat artikkelista Collaborative Learning in Mathematics [21], jos-
sa esitellyt tehtavityypit pyrkivit aikaa kestdvdan osaamiseen ja siihen, ettd niitd pys-
tyttaisiin kayttaméan ei-rutiininomaisissa tilanteissa. Tehtavatyypit antavat opiskelijoille
aktiivisemman roolin ja mahdollistavat ongelmien kimppuun kéymisen ilman apua ja tu-
kemista. Artikkelin tehtavétyypeista talla kurssilla hyodynnettaviksi valittiin

Ratkaisujen vertaaminen-tehtavatyyppi, jossa opiskelijat pdasevat vertailemaan kahta
toisistaan eroavaa tapaa tehdéd sama tehtava. Tehtévatyyppi lisda opiskelijoiden jousta-
vuutta sekd varmuutta ldhtea ratkaisemaan tehtévaé itselleen sopivalla tavalla.

Ratkaisun jarjestaminen-tehtéavatyyppi, jossa opiskelijoille annetaan tietyn tehtédvan
ratkaisun valivaiheet, jotka hanen tulee laittaa oikeaan jarjestykseen. Tehtavatyyppi kehit-
taa opiskelijan loogista paattelykykya mahdollistaen samalla uuden ratkaisumallin opet-
telemisen.

Totta aina, joskus, ei koskaan-tehtévatyyppi, jossa opiskelijan tulee perustella, onko
kirjoitettu vaite totta milla annetuista ehdoista. Tehtéavatyyppi kehittaa opiskelijan kykyé
selittaa, vakuuttaa ja todistaa matemaattisia vaitteita.

Kirjassa eriyttaminen on jéatetty pitkalti opettajan vastuulle, mutta osa tehtévatyypeis-
td on suunniteltu niin, ettd ne mahdollistavat helposti eriyttamisen erityisesti ylospain.
Tehtéavat on pyritty tekemédn siten, ettd myos luokan heikommilla opiskelijoilla olisi mah-
dollisuus tehda niitd, mutta tehtédvien viimeiset kohdat sisaltavat usein jo haastetta. Té-
maéan lisaksi opettajanosioon on laitettu tehtavien kohdille lisdavinkkeja, joilla opettaja voi
haastaa tehtavien kohdalla erityisesti nopeampia opiskelijoita.



2 Perusteluosa

2.1 Leikkauspisteet
2.1.1 Leikkauspisteet-kappaleen liitdnnaisyys muihin kursseihin

Oppikirja sisaltdaa hyvin poikkeuksellisen asioiden esitysjarjestyksen, silla kirjaan on otettu
erillinen kappale leikkauspisteiden késittelyd varten. Yleisesti leikkauspisteet késitellaan
oppikirjoissa osana erilaisia kuvaajia, mutta erottamalla asia omaksi kappaleekseen tarjo-
aa se mahdollisuuksia vahvistaa samalla opiskelijoiden tietdmyksia myos muista aiheista.
Kasittelemaélla leikkauspisteitd omassa kappaleessaan on mahdollista linkittaa leikkaus-
pisteet tavallisten yhtaloiden ratkaisuun ja ratkaisujen tulkitsemiseen. Taten menettely
voi tarjota opiskelijalle tavan ratkaista tavallisia, aikaisemmin opittuja yhtaloitd kuvaajia
hy6dyntéen, jonka on havaittu parantavan oppimistuloksia useissa eri tutkimuksissa. [15]
[11]

Huntleyn ja Millerin tutkimuksessa [10] tutkittiin opiskelijoiden ldhestymistapoja algebran
tehtaviin, jotka on annettu symbolisessa muodossa. Ongelmat olivat sellaisia yhtaloita,
etta niiden ratkaiseminen puhtaasti algebrallisin keinoin on joko hyvin tyolasta tai opis-
kelijan taidoille mahdotonta. Sen sijaan ongelmat ovat helposti ratkaistavissa esimerkiksi
juuri selvittdmaélla yhtélon yhtadsuuruusmerkin molemmilla puolilla olevien funktioiden
keskinaiset leikkauspisteet. Tutkimuksessa havaittiin, ettd symbolinen laskeminen oli val-
taosan ensimméinen ratkaisumalli. Kuitenkaan symbolinen laskeminen ei jaanyt yleensé
ainoaksi ratkaisumalliksi, vaan opiskelijat kokeilivat myos muita ratkaisumalleja ja kaytti-
vat niitd myos vastausten tarkistamiseksi. Tutkimus myos osoitti, etté vain harva opiskeli-
joista kaytti graafista laskinta tyokaluna. Kuvaajien piirtdmiseen pyritdan kannustamaan
ja ohjaamaan erityisesti mallitehtévissd A.7 ja A.9 seké harjoitustehtéivissa 2 ja 5.

2.1.2 Leikkauspisteet ja analyyttinen geometria

Leikkauspisteet- kappaleen tarkoituksena on oppia, mité leikkauspisteelld tarkoitetaan
niin graafisessa kuin algebrallisessa mielessé. Samalla kappaleessa syvennetdan tietamys-
ta ja yhdistelladn aikaisemmissa kappaleissa esiteltyja kayrié eli suoria, paraabeleita ja
ympyroitd. Vaikkakin leikkauspisteet késitelladn hyvin myohéisessd vaiheessa kirjaa, on
niitd sivuttu jo useammassa kappaleessa aiemmin.

Sigmund Tobias tutustui vuonna 1994 aiempaa tietdmystéa ja opiskelijoiden mielenkiintoa
tutkineisiin tutkimuksiin, ja kirjoitti havainnoistaan artikkelin [23]. Artikkelin mukaan ai-
empaa tietdmysta hyodyntavien tehtédvien on havaittu herattavin syvempia ymmartamis-
prosesseja, johtavan laajempaa mielikuvituksen kayttoon ja mahdollistavan myos aiheen
kannalta muiden relevanttien asioiden assosioimista opittavaan asiaan. Aiempaa tieté-
mysta hyodyntavien tehtavien on havaittu myos herattavan opiskelijoiden kiinnostusta ja
helpottavan oppimista. Leikkauspisteiden késittely aloitetaan naista syistd pohdintateh-
tavalla A.1, joka hyodyntéa opiskelijan aikaisempaa tietamysté kuvaajista ja leikkauspis-
teista ja jonka kaltaisia tehtavia opiskelijat ovat tehneet myos fysiikan opinnoissaan. Teh-
tavan on tarkoituksena toimia helppona ja mielenkiintoa herattaviana tehtavina aiheesta
ja antaa opiskelijoille esimerkki siitd, missé he kenties ovat jo aikaisemmin selvittdneet eri



leikkauspisteiden koordinaatteja.

Tehtavan loppuosa ja myohaisemmat pohdintatehtévat edustavat abstraktimpaa osaa,
silla Kaminskin ja hénen tutkimuksiaan hyodyntdneiden jatkotutkimusten [7] mukaan
useat konkreettiset esimerkit eivat valttdmétta ole aina tehokkain tapa opettaa mate-
maattisia sisdltoja. Pohdintatehtdvissa ymmaéartamista on pyritty lisdidméaan yhdistamalla
leikkauspisteiden késitettd sen graafiseen merkitykseen, silla vaikka opiskelijat valitsevat-
kin usein matemaattisten siséltojen algebrallisen esitystavan mieluummin kuin graafisen
esitystavan, opiskelijat tekevit tehtavia, joissa on myos graafinen esitys, paremmin kuin
pelkéstddn algebrallista muotoa olevia tehtavia [15]. Taten onkin hyvéksi, etta opiskeli-
jat paasevat pohdintatehtavissé hyodyntamaédn kuvaajia ja huomaavat niiden helpottavan
tehtévien ratkaisua. Samalla edistetdén myos lukion opetussuunnitelman [16] tavoitetta
siita, etta opiskelija ymmartaé, kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksia geometristen
ja algebrallisten kasitteiden vélille.

Kappaleeseen on valittu myts mallitehtava A.7, joka kasittelee yhtédloparia, jolla on aé-
reton maara leikkauspisteita. Huntley, Marcus, Kahan ja Miller [11] tutkivat lukiolais-
ten kykyé ratkaista kolmea leikkauspistetehtévad, joista yhdesséd kaksi suoraa leikkaavat
toisensa yhdessé pisteessa, toisessa kaksi suoraa ovat péallekain ja kolmannessa suorat
eivit leikkaa toisiaan ollenkaan. Oppikirjan mallitehtdviksi valittiin tehtavéityyppi, jossa
kayrilla on dareton méara leikkauspisteitéd, koska tutkimuksessa huomattiin, etta ilman
graafista ldhestymistapaa opiskelijoiden on usein vaikeaa havaita etta yhtaloparilla tai yh-
taloryhmalla voi olla ddreton maaré ratkaisuja. Tasta syysta mallitehtavéssé algebrallisen
ratkaisutavan rinnalle on tuotu myo6s kéyrien kuvaajat tehtédvan ratkaisun ymmaéartédmisen
edistamiseksi. Tehtéavat, joissa kayrilla on dareton maéré leikkauspisteita, ovat olleet opis-
kelijoille vaikeampia kuin tehtévat, joissa kayrat leikkaavat yksittaisissa pisteissa tai eivat
leikkaa ollenkaan. Myo0s itseisarvoepayhtaloita késittelevassé israelilaisessa tutkimuksessa
[1] havaittiin, ettd tehtavit, joissa ratkaisuna saadaan joko kaikki reaaliluvut tai tyhja
joukko, ovat opiskelijoille hankalampia kuin tehtédvét, joissa ratkaisu sijoittuu pisteiden
valille.

Huntleyn, Marcusin, Kahanin ja Millerin tutkimuksessa [11] havaittiin my0s, ettd vaikka
suurin osa opiskelijoista ymmarsi, ettd lineaarisen yhtdlon voi ratkaista graafisesti pai-
kantamalla kahden suoran leikkauspisteen, monet heista kohtasivat ongelmia vastauksen
tulkitsemisessa kun suorat olivat samansuuntaisia tai paallekkéaisia. Tutkimuksen loppu-
yhteenvedossa todettiin, ettd opiskelijoiden vélinen keskustelu leikkauspistetehtavista on
ollut hyodyllista, ja he kehottivat sisallyttaméaan matemaattisia keskustelutehtavia op-
pitunteihin. Tasta syystd kappaleeseen on tehty pohdintatehtava A.4, joka on tarkoitus
tehda parin kanssa ja joka tarjoaa mahdollisuuksia keskustella matemaattisista sisélloista
ja perustella vaitteitd omin sanoin. Pohdintatehtédva on totuusarvotehtéva, jonka rakenne
perustuu yhdessa valittuun Swanin artikkelin [21] tehtévatyyppiin joka kehittédé opiskeli-
jan kykya selittaa, vakuuttaa ja todistaa matemaattisia véitteita. [11]

Tutkimuksen [11] tekijat kehottivat my6s kiinnittdméén huomiota opiskelijoiden tehté-
vienratkaisustrategioihin ja etsimadn hyotyja eri strategioilla saatavista tiedoista. Téma
johtui siité, ettd vaikka opiskelijoille tarjotaan uuden opetussuunnitelman mukaisesti sa-
malle asialle useita eri esitystapoja ja mahdollistetaan teknologian hytdyntaminen, monet
opiskelijat kamppailevat ei-rutiininomaisten lineaaristen yhtaléiden ratkaisemisessa ja oi-
keiden tyokalujen valitsemisessa. Kirjassa tatda on huomioitu erityisesti nayttamaélla, etta



geometrinen esitystapa sopii hyvin yhtaldiden tarkistamiseen esimerkiksi mallitehtavés-
s A.7, kun taas leikkauspisteiden tarkkoja koordinaatteja saadaan selville ratkaisemalla
yhtaloryhmia. Samalla kirjassa on esitetty vaihtoehtoisia tapoja ratkaista eri tehtavia.
Esimerkiksi useamman kuin kahden yhtalon siséltdavien yhtéloryhmien ratkaisemiseksi on
esitelty muutama erilainen tapa ja harjoitustehtivissa 2 opiskelija ohjataan tekeméan
samantyylinen tehtdva molemmilla tavoilla.

Kirjan kappale sisdltdd myos suoria ohjeita ja neuvoja Geogebran kéytostd. Tajuddinin,
Tarmizin, Kontingin ja Alin tutkimuksessa [22] tutkittiin kahta eri opiskelijaryhméé, jois-
ta toinen sai tavanomaista opetusta ja toisen ryhmén opetukseen oli integroitu laskimen
kayttoa. Ryhmien oppimistuloksissa oli merkittavia eroja. Ryhmén, jonka opetukseen oli
sisdllytetty laskimen kayttod, keskiarvot olivat parempia kuin toisella ryhmaélla. Tutki-
muksessa selvisi myos, etta laskinryhman jasenet olivat joutuneet kayttaméaan vihemman
vaivaa tehtdvien tekemiseen ja he saavuttivat paremman metakognitiivisen ymmarryk-
sen asioista. Tutkimuksen tulokset vahvistivat myos muita positiivisia laskimien kéytosta
saatuja tuloksia. Tésté syysta kirjan kappaleessa on mallitehtava, jossa opastetaan leik-
kauspisteiden selvittamiseen Geogebran avulla.

2.1.3 Harjoitustehtavat leikkauspisteista

Koska visuaalisuuden on havaittu parantavan oppimista ja opiskelijoiden tehtédvien rat-
kaisemista [15] [11], on ensimmaiseksi harjoitustehtéaviksi valittu leikkauspisteiden luku-
madran selvittdmistd kuvaajien avulla. Samalla tehtava laittaa vield opiskelijat tutkimaan
itse tutkimuksissa [11] vaikeaksi havaittua tehtévatyyppié, jossa kahdella suoralla on vé-
hemmén tai enemman kuin yksi leikkauspiste. Myos harjoitustehtévassa 3 tarkastellaan
tapausta, jossa leikkauspisteita on jollakin tavalla poikkeava méara. Harjoitustehtavaosion
tehtavat on jatetty ilman graafista esitysté, jotta opiskelijat rohkaistuisivat opetussuunni-
telman [16] tavoitteiden mukaisesti piirtdméaan ajattelua tukevia kuvia ja hyodyntaméaan
niita tehtavien tekemisessa ja ratkaisujen tarkistuksessa.

Kirjan yhtené tarkoituksena on opettaa opiskelijoille joustavuutta ja useiden eri ratkai-
sutapojen hyotyja, jonka vuoksi harjoitustehtaviosioon on valittu tehtava 2, joka neuvoo
opiskelijoita tekemadn saman tehtédvan usealla eri tavalla. Toinen ratkaisutavoista oh-
jaa opiskelijat kayttamaan laskinohjelmia, joiden on havaittu tehostavan oppimista [22].
Samalla tehtdvd myos noudattaa kolmen eri leikkauspistetehtavan ratkaisemista tarkas-
telleen tutkimuksen [11] kehotusta eri ratkaisustrategioiden opettamisesta. Harjoitusteh-
tavassa 3 ei ole ohjattu opiskelijoita tiettyyn ratkaisustrategiaan eika kielletty laskimen
kayttod, joten tehtavan voisi tehdd myos Geogebralla. Tehtévin funktiot on valittu kui-
tenkin niin, etta tehtédvan ratkaiseminen algebrallisesti kdasin on mahdollista.

Sen lisaksi, ettd harjoitustehtavissé tarkastellaan leikkauspisteita suorien, paraabelien ja
ympyroiden kautta siséltdaa kappale myos tehtéavan 5, jossa opiskelijoille tésséa vaiheessa eh-
kéa vihemman tutun nékoisid yhtaloitd, kuten itseisarvoja ja juurifunktioita sisiltéviéd yh-
téloitd ohjataan ratkaisemaan leikkauspisteita selvittamaélla. Samalla kun leikkauspisteet
tarjoavat opiskelijoille kenties uudenlaisen tavan ratkaista yhtaloitd, menetelmén avul-
la opiskelijan voi olla my6s helpompi havainnoida, mistd yhtalon ratkaisujen lukumaara
todellisuudessa riippuu ja mitka tekijit sithen vaikuttavat.

Naita yhtéloita sisdltavan harjoitustehtavin 5 kohdista ensimmaéinen on juuri symboli-
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sessa muodossa esitettyja tehtavid tutkineiden Huntleyn ja Millerin [10] artikkelista, ja
tehtavin on tarkoituksena osoittaa graafisen esitystavan hyodyllisyys vaikeiden yhtéloiden
ratkaisemisen apuna ja tarkastuksessa. Saman harjoitustehtavan 5 (b)-kohta on poimit-
tu Horakin [9] artikkelista, joka késittelee itseisarvoyhtéaloiden ratkaisemista graafisten
laskinten avulla. Tehtava on algebrallisesti hieman haastava ratkaista, varsinkin kun sen
ratkaisujoukko on hieman yllattava. Piirtamallad yhtalon yhtasuuruusmerkin molemmilla
puolella olevien funktioiden kuvaajat tehtdva on kuitenkin mahdollista ratkaista ilman
varsinaista osaamista itseisarvoyhtéaloista ja niiden ratkaisemisesta. Artikkelissa Horak
my0s toteaa, ettd graafinen laskin soveltuu hyvin juuri kyseisen kaltaisiin tehtéaviin.

Kirjan kappaleen harjoitustehtaviin, kuten myo6s muiden kappaleiden harjoitustehtéviin,
on valittu yksi YO-tehtava. Jokaiseen kappaleeseen on otettu ylioppilastehtava, jotta opis-
kelijoille syntyy kasitys siitd, minka tyylisia tehtavia ylioppilaskoe voi sisdltda ja kuinka
vaikeita niiden ratkaiseminen on. Koska kirja on rakenteeltaan tavallisesta oppikirjasta
poikkeava, opiskelijalle voi helposti syntya kuva, etta kirja ei valmista heitd kunnolla yli-
oppilaskokeeseen. Harjoitustehtavissa oleva ylioppilastehtéva osoittaa, ettd oppimillaan
taidoilla opiskelijat ovat kykenevia ratkaisemaan myos vaikeampia ylioppilastehtavia.

2.2 Itseisarvoyhtalot
2.2.1 [Itseisarvokuvaajat

Vaikka itseisarvon kasite kasiteltiin jo aivan kirjan alkupuolella, paatettiin haastavammat
itseisarvoyhtélot ja -epayhtalot siirtaéd kirjan loppupuolelle leikkauspisteiden jalkeen kasi-
teltaviksi. Jarjestelemalld kappaleet talla tavalla voidaan nyt haastavampien itseisarvojen
kasittelyssa hyodyntaa aikaisemmin opittuja tietoja funktioiden kuvaajista. Kuten Ponce
[17] toteaa aikaisemmin tehtyjen tutkimusten pohjalta, hankalempia itseisarvoyhtaloita
osataan ratkaista paremmin, kun niiden yhteydessa voidaan hyodyntad kuvaajia. Tés-
td syystd niiden opettamista tulisi viivyttda kunnes funktioiden piirtdmistd on opetettu
opiskelijoille.

Samaa mieltd asiasta on myos Arcidiacono [2]. Han tutki opiskelijoiden kykyé ratkaista
itseisarvoyhtéloita kuvaajien avulla. Han kokee graafisen lahestymistavan itseisarvoihin
helpottaneen asian opettamista. Se demonstroi itseisarvojen ja funktioiden kuvaajien va-
lista yhteytta ja antaa opiskelijoille visuaalisen tavan analysoida ongelmia. Vaikka joissain
tutkimuksissa onkin havaittu, ettd opiskelijoilla on vaikeuksia ymmartaéd funktioiden ja
niiden kuvaajien vélista yhteytta, on graafisuuden kuitenkin havaittu lisdédvan funktioiden
ymmartamista [14].

Usein itseisarvoyhtalot- ja epayhtéalot opetetaan ratkaisemaan proseduraalisesti algebral-
listen vélivaiheiden avulla. Kun vastaavia tehtavityyppeja opetetaan ratkaisemaan lu-
kusuoran avulla, se antaa itseisarvoille geometrisen esitystavan joka on luonnostaankin
havainnollisempi tapa kasitella asiaa. Esitystapa antaa opiskelijoille mahdollisuuden kéayt-
taa sanallisia esityksid, johtaa yhteyksia geometrisen ja symbolisen esityksien valiin ja sy-
ventdd ymmaérrystadan itseisarvoista. [6]

Kirjan alussa itseisarvot opetettiin lukusuoran ja etdisyystulkinnan kautta, mutta tas-
sé kirjan kappaleessa itseisarvoyhtaloita kasitellddn koordinaatistossa juuri etdisyyksien
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avulla. Tarkoituksena on, etta opiskelijat kykenisivit taten syventamaan ymmérrystaan
itseisarvoista ja ratkaisemaan hyvinkin vaikeita itseisarvoja sisdltivia tehtévid graafisen
tulkinnan ja etaisyyksien avulla. Kirjassa esitellian kuitenkin myo6s algebralliset keinot
ratkaista itseisarvoyhtéloita sekéa nelioonkorotuksella etté itseisarvon méaaritelméan avulla,
mutta padosin kirjan tassd osassa keskitytdan itseisarvoyhtaloiden ratkaisemiseen graafi-
sesti niiden kuvaajien avulla.

Yhdeksasluokkalaisten itseisarvoyhtéaloiden-ja epéayhtaldiden ratkaisuissa ilmenneitd on-
gelmia tutkineen tutkimuksen [4] mukaan opiskelijat kohtasivat ongelmia erityisesti muo-
toa |f(z)| = |g(z)| olleissa yhtéloissa. Tutkimuksen tekijat korostavat, ettd opiskelijat
tulisi tehda tutuiksi itseisarvojen geometrisen méaaritelmén kanssa huolimatta siita, milla
luokka-asteella asiaa opetetaan. He myos kehottavat opettamaan aihetta menetelmalla,
jossa opiskelijalla on aktiivinen ja kyseleva rooli sen sijaan, etta opiskelijalle opetettaisiin
ulkoa opeteltavia muistisadntoja. Artikkelin lopussa he toteavat, etta itseisarvoja opetet-
taessa geometrisella lahestymistavalla opiskelijat voivat sisdistéa itseisarvojen kéasitteen
paremmin, ja suosittelevat esimerkiksi Geogebran kéyttoa opetuksessa.

Visuaalisen ymmartamisen vuoksi itseisarvoyhtéaloiden késittely aloitetaan hyodyntamal-
14 Geogebra-sovellusta pohdintatehtéivissa B.1, joka pyrkii esitteleméaédn funktioiden ja
niiden itseisarvofunktioiden vélista graafista yhteytta. Siind missa sovellus hyodyntaa it-
seisarvojen maaritelmaa etaisyyden osoittajana, se myos liittad tdman maaritelméan graa-
fiseen esitykseen ja antaa opiskelijoille visuaalisen tavan analysoida ongelmia. Geogebra-
sovelluksista opetuskaytostd on tehty vain vihan tutkimuksia, mutta esimerkiksi Dijani¢
ja Trupcevié¢ toteavat tutkimuksessaan [8] , etta sovellukset mahdollistavat paremmat op-
pimistulokset seka kasitteellisessa ettd proseduraalisessa tietamyksessa kuin perinteiset
opetustavat.

Graafisuus kulkee mukana ldhes koko teoriaosion ajan opettaen opiskelijoille eri asioita
itseisarvojen vaikutuksesta kuvaajiin. Kun ensimmainen pohdintatehtéava pyrki hyodynté-
maan juuri itseisarvojen maaritelmaé etaisyyden ilmaisijana, esimerkki B.2 yhdistéa itsei-
sarvojen algebrallisen méaritelman itseisarvojen kuvaajien piirtamiseen. Edelliset tehtéavat
ja niita seuraava pohdintatehtéava B.3 tehdaédn sen takia, etta opiskelijoille ei jaisi pelkkaa
kasitys siita, etta itseisarvot peilaavat funktion x-akselin alapuolisen osan positiiviseksi,
vaan myos ymmartaisivat, miksi ndin tapahtuu. Vasta néiden tehtavien jalkeen edetaén
pohdintatehtéavadn B.4, joka juuri korostaa tata itseisarvojen peilaus-ominaisuutta.

Itseisarvoyhtéloiden tarkastelua on tarkoituksenmukaista tehda leikkauspisteiden kasitte-
lyn jalkeen, koska kuten nyt tiedetaén, ovat itseisarvoyhtéloiden ratkaisut todellisuudes-
sa myos kayrien leikkauspisteiden x-koordinaatteja. Néin ollen kappaleet ovat jatkumoa
toisilleen ja syventévat ymmaérrysta itseisarvoyhtaloistd ja niiden ratkaisujen merkityk-
sesta. Tata yhteytta pyritadn korostamaan my6s pohdintatehtavéssa B.5. Yhtena kappa-
leen péaatarkoituksista on opettaa ratkaisemaan opetussuunnitelmassakin [16] mainittuja
muotoa | f(x)| = |g(x)| olevia itseisarvoyhtaléité, jotka on tutkimuksen [4] mukaan koettu
opiskelijoiden toimesta vaikeiksi ja joita tutkimuksentekijit kehottavat lahestyméan geo-
metrisen merkityksen kautta. Pohdintatehtéva B.5 pyrkii antamaan opiskelijoille graafisen
tavan ratkaista tehtavié, joka Poncen [17] mukaan auttaa ratkaisemaan myéhemmin esiin
tulevia hankalampia itseisarvotehtavid. Samalla vasta opittuihin leikkauspisteisiin liittyva
tehtéva helpottaa opiskelijoiden oppimista uudesta aiheesta, itseisarvoyhtéloista [23] .
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2.2.2 Itseisarvoyhtiloiden algebrallinen tarkastelu

Itseisarvoyhtéloiden algebrallisen ratkaisutavan oppimisessa hyédynnetdan Swanin artik-
kelista [21] poimittua ratkaisujen vertailu-tehtévatyyppié, jota tutkineen Jon Starin useat
tutkimukset ovat havainneet sen olevan hyodyllinen tehtavityyppi yhtéaloiden oppimisek-
si [18] [20]. Starin tutkimusten mukaan tehtavityyppi kehittaa erityisesti opiskelijoiden
joustavuutta ja proseduraalista tietamysta. Tatd kautta he myos oppivat valitsemaan te-
hokkaimman ratkaisutavan tehtavin ratkaisemiseksi. Vaikka useimmat oppikirjat opet-
tavatkin nykyisin itseisarvoyhtaloiden ratkaisemisen nelioonkorotuksella, haluttiin tdhan
kirjaan tuoda rinnalle myoskin itseisarvojen ratkaiseminen itseisarvon méaritelméa hyo-
dyntden. Tamé tehtiin sen takia, ettd tehtdvien ratkaiseminen méaritelméan avulla on
nelioonkorotusta kdyttokelpoisempi ratkaisumalli tehtaviin, jotka sisaltdvat korkeamman
asteen yhtaloita. Tata kayttokelpoisuutta pyritadn huomauttamaan myos opiskelijoille
pohdintatehtavéin B.10 (d)-kohdassa, jossa opiskelijoiden tulee paatelld, kumpi ratkaisu-
malli sopii paremmin korkeamman asteen itseisarvoyhtalon ratkaisemiseksi.

Algebrallisen ratkaisun opettamiseksi kirja esittelee pohdintatehtavan B.10 lisiksi yhden
mallitehtavan. Tutkimuksissa, jotka ovat tutkineet mallitehtavia (worked example) eli teh-
tavia, joissa on esitelty valmis tehtédvéin ratkaisu vélivaiheineen on havaittu, etta opiskelijat
oppivat enemman algebraa opiskelemalla mallitehtavia kuin tekemaélla itse vastaavia teh-
tavia [13]. Erityisesti vasta-alkajille mallitehtavien lapikdyminen on ollut parempi tapa
oppia ratkaisustrategioita. Téasta syysta myos aikaisemmin mainittu ratkaisustrategioi-
ta opettava pohdintatehtdva B.10 on ratkaisujen vertaamista hyodyntava tehtava, joka
esittelee opiskelijoille kaksi oikein tehtya malliratkaisua tehtavaan.

2.2.3 Harjoitustehtavat itseisarvoyhtaloista

Tehtéavéaosiossa on jélleen tehty tietoinen ratkaisu kirjoittaa tehtavat algebralliseen esitys-
muotoon. Tehtédvat etenevat loogisessa jarjestyksessé itseisarvojen merkkien poistamisesta
itseisarvoyhtaloiden piirtamiseen ja lopulta itseisarvoyhtaloiden ratkaisemiseen. Itseisar-
vofunktioden piirtamistehtavain 8 on laitettu piirrettéaviksi funktioita, joiden kuvaajat
kulkevat myos z-akselin alapuolella. Koska yleinen itseisarvoihin liittyva harhakasitys on,
ettd itseisarvoihin liittyvien tehtévien vastaukset ovat aina positiivisia [6] [1], opiskelijoil-
le voi jaada helposti kasitys, ettéd itseisarvot sisdltavé kuvaaja kulkee aina x-akselin yla-
puolella. Tasta syysta tehtava on tarkoitettu huomauttamaan, etta esimerkiksi muotoa
—|f(x)| oleva kuvaaja voi kulkea x-akselin alapuolella.

Piirtotehtavien jalkeen edetaén itseisarvoyhtaloiden ratkaisemista tarkasteleviin tehtéviin,
jotka tarjoavat nyt opiskelijoille mahdollisuuden hy6édyntaa seka graafista etta algebrallis-
ta osaamistaan. Ensimmaisend harjoitustehtédvané yhtaloiden ratkaisemisesta on tehtava
9, joka hyodyntédé Swanin [21] artikkelista valittua tehtavatyyppia ratkaisun vélivaiheiden
jarjestamisesta. Néin opiskelijoiden huomio saadaan keskittyméan tarkasta laskemisesta
loogiseen ajatteluun ja vastauksen rakenteeseen.

Tamén jalkeen tehtavina on harjoitustehtéiva, joka testaa opiskelijoiden joustavuutta ja
ratkaisustrategioiden valitsemiskykya. Samalla se sisaltad sanallistetun tehtdvan muistu-
tuksena itseisarvon luonteesta etdisyyden ilmoittajana. Viimeiseksi tehtévaksi valikoitui
vanha ylioppilastehtavi. Vaikka tehtdva on vanha, testaa se hyvin onko opiskelija siséisté-
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nyt tehtidvien ratkaisustrategian mallitehtdvan B.7 ja harjoitustehtavin 9 avulla. Samalla
tehtava nayttaa, ymmartadko opiskelija mista itseisarvoissa todellisuudessa on kysymys
ja miten niiden poistaminen vaikuttaa tapauksessa |x|z.

2.3 Itseisarvoepayhtalot
2.3.1 [Itseisarvoepayhtiloiden liitannaisyys epayhtaloihin

Itseisarvoepayhtéloiden ratkaisemisessa hyodynnetdan paljon tietoja epayhtaloiden rat-
kaisemisesta, silld usein itseisarvoepayhtédlot muuttuvat ensimmaéisen ratkaisuaskeleen jal-
keen tavallisiksi epayhtéloiksi. Epayhtéaloiden ratkaisemisen kuvaajien avulla on havaittu
olevan oppimisen kannalta todella menestyksekésté [1], joten kirjassa pyritdan hyodynté-
maan paljon kuvaajia itseisarvoepayhtélojen ratkaisemisessa. Itseisarvoepayhtéalojen rat-
kaisemista vuonna 2016 tutkinut Ward [25] pitd4 huonona sitd, ettd hanen tarkasteleman-
sa oppikirjat esittivit itseisarvon ainoastaan sen algebrallisen maéritelman kautta, ja sen
etdisyysmaaritelméa tai kuvaajaméaritelméa kaytettiin ainoastaan tyokaluna tehtévien
ratkaisemiseksi. Téssé oppikirjan osassa tarkastellaan itseisarvoepéyhtéloiden ratkaisua
erityisesti kuvaajien avulla, ja algebralliset maaritelmat otetaan tukemaan tata tarkaste-
lumallia.

Koska itseisarvoepéayhtélot purkaantuvat usein epayhtaloiksi, on kirjan tehtévissé ja teo-
riaosassa pyritty ottamaan huomioon epayhtédloiden ratkaisemisessa syntyvid tyyppi-
virheitd. Tsamir ja Bazzini [24] tutkivat johdonmukaisuuksia ja epdjohdonmukaisuuk-
sia opiskelijoiden vastauksissa algebrallisiin epayhtaloihin. He havaitsivat, ettd opiske-
lijat, jotka kirjoittivat sanallisen vastauksen tehtéviin saivat tehtavin useammin oikein
kuin opiskelijat, jotka kirjoittivat vastauksen algebrallisessa muodossa. Téasta syysta
itseisarvoepayhtélot-kappaleessa lahdetaan liikkeelle pohdintatehtavéista C.1, jossa hy-
vin yksinkertaisen kdytannon esimerkin avulla ensin sanallistetaan epayhtalon vastaus ja
vasta taman jilkeen vastaus kirjoitetaan algebralliseen muotoon.

Pohdintatehtavéissa C.3 ldhestytddn itseisarvojen ratkaisuja kuvaajien avulla. Koska al-
gebrallisten ratkaisujen kirjoittaminen on havaittu vaikeaksi [24], tehtévéssa opiskelijat
harjoittelevat algebrallisia ratkaisuja valitsemalla oikean ratkaisun valmiiksi kirjoitettujen
vaihtoehtojen joukosta. Samassa yhteydessa opiskelijoille opetetaan epayhtélossa lausek-
keiden vilissa olevan epédyhtalomerkin vaikutuksesta tehtavin ratkaisuun.

[tseisarvoepayhtéloiden ratkaisemista Israelissa tutkineiden Almogin ja Ilanyn [1] tutki-
mukset ovat osoittaneet, etta useat itseisarvoepéayhtaldiden ratkaisuissa tapahtuvat vir-
heet liittyvit epayhtaloita yhdistavien ja- ja tai-sanojen kayttoon. Tasta syysta kappalees-
sa on paljon tehtavia, kuten pohdintatehtavit C.1, C.3 ja C.5, joissa sanavalintaa joudu-
taan miettiméan seka lisédksi useita muistutuksia oikean sanavalinnan tarkeydesta. Oikean
sanavalinnan lisaksi epayhtédloiden ratkaisemisessa merkittdavina virheldhteend pidetdan
sita, etta opiskelijoilla on taipumuksena yhdistda epayhtaloiden ratkaisu yhtaldiden rat-
kaisuksi ja lahtea kasittelemédan epayhtaloa kuin yhtaloa. Epayhtaloiden kasitteleminen
yhtéaloiden tavoin johtaa useisiin erilaisiin ongelmiin. Téllaisia ovat esimerkiksi se, etté
opiskelijat eivat onnistu muuttamaan epayhtdalomerkin suuntaa negatiivisella luvulla ker-
rottaessa seka neliollisten epayhtaloiden ratkaiseminen kuten yhtaldiden ratkaiseminen,
jolloin ratkaisua ei osata tulkita oikein vaan ratkaisuna annetaan ainoastaan nollakohdat.
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My6s aikaisemmin mainittu Ward [25] nosti esille samoja virhelahteité itseisarvoepéayhtéa-
loita kasitelleessa tutkimuksessaan.

Useat tutkimukset osoittavat, etta itseisarvoepayhtéloihin liittyvét virhelahteet ovat sa-
moja, joita opiskelijoilla ilmenee tavallisia epayhtéloita ratkaistaessa. Esimerkiksi Espan-
jassa epayhtiloiden ratkaisua tutkineiden Blancon ja Garroten [3] tutkimuksissa nousi
esille epayhtaloiden kasitteleminen yhtaloind seka oikeiden valimerkkien ja yhdyssano-
jen kédytto. Yhtena syyna epayhtaloiden ja yhtéloiden sekoittamiseen pidetdan sité, et-
ta epayhtdlot opetetaan aina valittomaésti yhtéloiden jalkeen [25]. Kirjassa néitd yleisid
virheldhteitd on pyritty karsimaan pois muun muassa yhdistamélla koko ajan itseisar-
voepayhtaloita niiden kuvaajiin ja opettamalla niiden merkityksia juuri kuvaajien avulla.
Kirjassa epéayhtaloita ei linkiteta missadn vaiheessa suoraan yhtaloiden algebralliseen rat-
kaisuun, vaan kirjassa keskitytadn pohtimaan epayhtaldiden ratkaisuja niiden geometrisen
merkityksen kautta kuvaajien avulla.

2.3.2 Itseisarvoepayhtalot

Vuonna 2011 tehdyssa tutkimuksessa tutkittiin itseisarvoepéyhtéloiden opettamista ai-
kuisopiskelijoille kolmella eri tavalla. Itseisarvoepayhtalot opetettiin yhdelle ryhmélle al-
gebrallisella lahestymistavalla, toiselle ryhmalle visuaalisella ldhestymistavalla ja kolman-
nelle ryhmalle teoreettisella lahestymistavalla. Ryhmien oppimistuloksia vertailtiin ja ha-
vaittiin, ettd visuaalisella tavalla opetetut opiskelijat saivat enemman oikeita vastauksia,
pohtivat todenndkoisemmin ongelmia, huomasivat yhtélaisyyksia eri ongelmien vélilla ja
pystyivat jérkeileméén vastauksia ilman yleisiéd proseduraalisia vastaustekniikoita. [19]

Kun opiskelijat ovat sisdistdneet kahden ensimmaéisen pohdintatehtavan jalkeen epayhta-
l6iden ratkaisujen kirjoittamisen perusteet, siirrytadn pohdintatehtavadn C.5, jonka avul-
la opiskelijat paasevat kuvaajien avulla ensin pohtimaan, minne véleille itseisarvoyhté-
l6iden ratkaisut sijoittuvat ja tdman jéalkeen selvittdméaan, miten itseisarvoepayhtalosta
poistetaan itseisarvomerkit.

Aikaisemmin mainitussa Israelissa tehdyssé tutkimuksessa[l] havaittiin ja ja tai-sanojen
kayttamisen ongelmallisuuden lisaksi, etté opiskelijoille tuottaa vaikeuksia ymmaértaa, et-
ta esimerkiksi |x| voi olla —z. Virhe johtuu heidén késityksestéén itseisarvon olemisesta
positiivisena lukuna. Saman havainnon teki myo6s lukusuoran avulla itseisarvojen ope-
tusta tutkinut Curtis. [6] Tahdn ongelmaan keskitytaéan enemmaén kirjan alussa olevassa
itseisarvoluvussa, ja tdssa kirjan osassa ongelmaa sivutaan ldhinnd itseisarvokuvaajien
yhteydessa.

Almog ja Ilany [1] suosittelivat kirjoittamassaan artikkelissa, etté itseisarvoepayhtaloité,
opettaessa kannattaa lahestyé ensin yhtélod |x| = a tarkastelemalla mitd tapahtuu muut-
tujan a eri arvoilla ja tdmén jélkeen jatkaa keskustelua itseisarvoepayhtéloiden tapauk-
sessa. Tésté syysta kirjaan valikoitui pohdintatehtava, joka tutkii lausekkeiden |f(z)| < a
ja |f(z)| > a arvoa, kun a < 0 ja a = 0. Samalla tehtavd pyrkii tarttumaan opiskelijoi-
den pohdinnan kautta yleiseen harhakésitykseen, jonka mukaan epédyhtalon ratkaisuna ei
voitaisi saada yksittaistd muuttujan = arvoa [24]. Samaan ongelmakohtaan liittyy myos
pohdintatehtava C.13, joka ohjaa opiskelijoita etsiméan itse itseisarvoja sisaltavia epéyh-
taloita, joiden ratkaisujoukot on annettu. Tehtavin (a) -ja (d)-kohdat siséltéavat juuri sel-
laisten itseisarvoepayhtaloiden keksimisia, joissa ratkaisuna saadaan ainoastaan yksi tai
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kaksi muuttujan x arvoa.

Koska kuvaajien ja visuaalisuuden on toistuvasti havaittu parantavan opiskelijoiden kykya
sisdistad itseisarvoja ja samalla syventavan heiddn ymmaérrystaan [1] [2] [6] [9], my6s kaksi
funktiota siséltavia itseisarvoepéayhtaloita lahdetadn ratkaisemaan ensin kuvaajien avulla
pohdintatehtéavéssa C.11. Tarkoituksena on, etté opiskelijat kehittévat tehtavan avulla vi-
suaalisen tavan ratkaista useampiakin itseisarvoja sisiltavia ongelmia etéisyystulkinnan
avulla. Samalla tehtéavé korostaa funktioiden itseisarvokéyrien leikkauspisteiden merkitys-
ta ratkaisujen kannalta, josta huomautetaan myos tehtavaa seuraavassa tekstiosiossa.

Kirjaan péaatettiin ottaa myo6s jo hieman vanhahtanut tapa ratkaista vaikeampia itsei-
sarvoja sisaltdvia yhtéloita ja epayhtaloitd, lokerointi. Lokerointitapa opetetaan, jotta
opiskelijoilla on mahdollisuus opetella ratkaisemaan vaikeampia yhtaloita ja epayhtéloita
my0s kasin. Lokerointi opetetaan mallitehtavin kautta, koska mallitehtavien soveltuvuus
ratkaisuprosessien opettamiseen on osoitettu hyvéksi [13] ja lokerointi ei ole niin oleellinen
asia, etta siité olisi ollut syytéa tehda pohdintatehtivaa. Kappaleen lopussa esitetdan vie-
14, miten opiskelijat voivat hyodyntaa Geogebraa itseisarvoepayhtaloiden ratkaisemisessa.
Geogebran kayton opettamista on perusteltu jo aikaisemmin leikkauspisteet-kappaleessa
laskimen kayttoa opetukseen integroivan tutkimuksen [22] pohjalta.

2.3.3 Harjoitustehtavit itseisarvoepayhtaloista

Kirjan viimeiseen kappaleeseen péétyi vain nelji harjoitustehtivid. Aikaisemmin perus-
teluosassa nostettiin esille itseisarvoepayhtaldiden ja tavallisten epayhtédloiden ratkaise-
misessa yleisesti tapahtuvia virheita, joita on pyritty esittdmaédn kappaleen tehtavaosion
virheenetsintdtehtévissa 12. Tehtévatyyppi on Swanin [21] artikkelista, ja se laittaa opis-
kelijat kriittiseen rooliin tutkimaan vaihtoehtoisia tapoja ratkaista tehtava. Tehtévassa
tartutaan ja- ja tai- sanojen kayttoon sekéd osoitetaan, ettd jos epayhtalon merkkia ei
kaanna negatiivisella luvulla kerrottaessa, paadytaan vadrdan ratkaisuun. Tehtéavassa on
myo6s yksi ratkaisuyritys, joka pyrkii mallintamaan yhté epéayhtaloissa tehtéavaa yleistéa
virhetta eli epayhtaloiden kasittelemista yhtéloina.

Harjoitustehtava 13 liittaa jalleen visuaalisen esityksen algebralliseen esitykseen, silla vaik-
ka esitysten yhteys on ollut opiskelijoille vaikeaa hahmottaa [14] on yhteyden hyodynté-
misen havaittu parantavan opiskelijoiden osaamista [1]. Tehtavin tekee osittain hanka-
laksi se, etta opiskelijoiden voi olla vaikeaa hahmottaa, ettd tehtdvan punaisella nakyva
ratkaisujoukko vaikuttaa tehtdvan vastauksessa ainoastaan epayhtélon merkkiin.

Harjoitustehtava 14 testaa opiskelijoiden ymmarrysta oikean ratkaisustrategian valitse-
misesta. Opiskelijoille on aikaisemmin huomautettu, ettd jos nelioon korottamalla itsei-
sarvoepayhtald muuttuu neljinnen asteen funktioksi, ei nelioén korottamista kannata
kayttaa. Tehtavissa nelioon korottaminen ei kuitenkaan neli6juuren vuoksi johda tdman-
kaltaisiin ongelmiin, joten nelioénkorotus onkin paras ratkaisu tehtavan ratkaisemiseksi.

Viimeiseksi tehtavéiksi on valittu tuore ylioppilastehtava, jonka on tarkoituksena toimia
motivoivana tehtéavana, silld pohdintatehtavien jalkeen tehtavin 15 tekemisen pitéisi olla
helppoa. Kyseinen ylioppilastehtéva on myo6s yksi eniten itsedni ohjannut tekija itseisarvo-
ja itseisarvoepayhtalokappaleiden teossa, ja kirja sisaltadkin useita kyseisesta tehtéavasta
ideoita saaneita tehtavia.
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3 Opettajan opas

3.1 Tuntijako

Seuraava, suuntaa-antava ajankédyttosuunnitelma on laadittu 75 minuutin oppitunteja
varten:

e 1 x 75 min Kayrien véliset leikkauspisteet
e 1 x 75 min Itseisarvoyhtélot

e 1 x 75 min Itseisarvoepayhtalot

Jos aikaa on kaytettédvissi enemman, voi olla perusteltua kayttda itseisarvoyhtélot-ja
epayhtélot-kappaleisiin yhteensa 3 x 75 min.

3.2 Kayrien viliset leikkauspisteet
Tamén kappaleen tavoitteena on, etta opiskelija

e ymmaértia, mita yhtaloiden maaradmien kayrien leikkauspisteella tarkoitetaan graa-
fisesti

e osaa madrittda yhtaloiden madradmien kayrien leikkauspisteen graafisesti

e osaa madarittad yhtaloiden méaradmien kéyrien leikkauspisteen algebrallisesti yhtéa-
loryhman avulla

e osaa yhdistad leikkauspisteiden késitettd myos tilanteisiin, joissa koordinaatiston
akselit kuvaavat jotakin fysikaalista suuretta

e kehittda argumentointitaitojaan

e rohkaistuu hyodyntédmadn graafista esitystapaa algebrallisen esitystavan tukena teh-
tavien ratkaisemisessa ja ratkaisujen tarkistamisessa

Pohdinta A.1

Tehtéavan tarkoituksena on opettaa, mitd yhtaloiden méaradmien kayrien leikkauspisteilla
tarkoitetaan ja miten ne ratkaistaan, kun kdyrien yhtalot tunnetaan. Varmista opiskeli-
joiden ymmaértavan, etté leikkauspisteessa sekd matka etté aika saavat yhta suuret arvot.
(c)-kohdassa voi johdatella opiskelijoita pohtimaan, minka muuttujien arvojen taytyy olla
yhté suuret leikkauspisteessd. (d)-kohdassa oikean lausekkeen saaminen on varsinaisten
leikkauspisteiden laskemista tarkeampad.

Vastaukset: (a) t =8, s = 16 (b) matka ja aika (c) s; = s, (d) —322 +2 =127 — 4
Pohdinta A.4

Tarkoituksena syventda ymmérrysta leikkauspisteista ja kehittdd matemaattisia argumen-
tointitaitoja. Opiskelijoita kannattaa rohkaista piirtiméan kuvia ja perustelemaan omia
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péaattelyitdan myos graafisesti. Kahdeksas kohta on haastava ja tarkoitettu vain etevim-
mille opiskelijoille, silla sen ratkaiseminen vaatii kayrien yhtaléiden pyorittamista.

Vastaukset: 1.Aina 2.Aina 3.Ei koskaan 4.Joskus (esimerkiksi paraabelit y = 22 ja x =
y? — 2y leikkaavat neljissi pisteessd, mutta paraabelit y = 2% ja y = —2? vain yhdessé
pisteessd) 5.Joskus 6.Joskus (jos ympyroéilld on samat keskipisteet) 7.Ei koskaan 8.Aina

Pohdinta A.5

Tehtévéissa yhtaloparien-ja ryhmien ratkaisuja lahestytadn graafisesti kuvaajien avulla.
Tavoitteena on oppia, etta kayrien leikkauspisteet voidaan maarittda kéyrien funktioista
muodostettujen yhtaloryhmien avulla.

Vastaukset: (a) (—1,0),(1,0) ja (2,0) (b) (—=1,0),(1,0) (c) Ei ratkaisuja.
Harjoitustehtavat

Kun opiskelijat alkavat tekeméaéan harjoitustehtavia, kannattaa rohkaista heité piirtaméaan
jatkuvasti ajattelua tukevia kuvia. Oppilailta ei tule rajoittaa teknisten apuvélineiden
kayttoa, silla tehtavat on suunniteltu siten, etté laskimen ja esimerkiksi geogebran kaytto
eivit tee tehtavista lilan helppoja, ellei niiden kédyttod ole erikseen kielletty.

Hyvéa kysymys, joka kannattaa esittaé opiskelijoille, on "Olisiko tdmdn ongelman voi-
nut ratkaista jollakin muulla tavalla?" Koska jo pelkastaan yhtaloryhmén voi ratkaista
useammalla tavalla, voi kysymys herattda oppilaissa keskustelua ja kehittda oppilaiden
joustavuutta ongelmanratkaisussa. Opiskelijat voivat myoskin 10ytaa graafisia ratkaisu-
malleja algebrallisten ratkaisujen rinnalle.

3.3 Itseisarvoyhtalot

Tamén kappaleen tavoitteena on, etta opiskelija

e ymmartia itseisarvojen merkityksen etaisyyden ilmoittajana
e osaa purkaa itseisarvoyhtéalon osiin hyodyntamalla algebrallista maéritelmag

e osaa piirtad itseisarvokuvaajia joko algebrallista méaéaritelmaé tai peilausominaisuut-
ta hyodyntaen

e oppii ratkaisemaan muotoja | f(z)| = p(z) ja |f(x)| = |g(x)| olevia yhtéloita
e ymmartad, mité itseisarvoyhtalojen |f(z)| = |g(z)| ratkaisut tarkoitavat graafisesti
e kehittda joustavuuttaan tehtavien ratkaisumetodien valinnassa

e rohkaistuu hyodyntdmaéaan graafista esitystapaa algebrallisen esitystavan tukena teh-
tavien ratkaisemisessa ja ratkaisujen tarkistamisessa

Pohdinta B.1

Itseisarvoyhtélot-kappaleen ensimmaéisen pohdintatehtavian B.1 tarkoituksena on saada
opiskelijat ymmaéartdmaan, mita itseisarvojen lisédminen todellisuudessa tekee kuvaajil-
le. Opiskelijat voivat tarvita apua Geogebran kaytossé, jolloin opettajan voi olla hyva
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aluksi hieman ohjata toimintaa. Pohdintatehtédvan viimeinen kohta haastaa opiskelijoita
keksimadn funktioita, jotka eivit leikkaa omia itseisarvokuvaajiaan. Tallaisia ovat kaikki
funktiot, joiden kuvaaja kulkee z-akselin alapuolella. Opettaja voi haastaa myos nopeim-
pia opiskelijoita keksimaén funktioita, joilla on tasan yksi tai kaksi yhteista pistettd omien
itseisarvokuvaajiensa kanssa.

Pohdinta B.3

Tehtavassa tarkoituksena on madrittda itseisarvofunktion lauseke, kun tiedetdan kaksi
pistetta jotka sen tulee toteuttaa. Tehtdavan voi tehda helpoiten siten, etté peilaa toisen
pisteista x-akselin alapuolelle ja ratkaisee suoran yhtalon. Tamén jalkeen itseisarvofunk-
tion saa lisdamaélla itseisarvomerkit. Toinen tapa, joka on vaikeampi, on merkita nousevaa
suoraa y; = k+ b, jolloin toisen suoran on oltava yo = —k —b. Tamén jalkeen vakioiden k
ja b arvot voidaan selvittaa yhtédloparin avulla, silla molemmilta suorilta tunnetaan yksi
piste. Tehtava voidaan tehdd myos taysin Geogebran avulla hyodyntamalla esimerkiksi
peilausominaisuutta.

Vastaukset: Pallon liikettd mallintava itseisarvofunktio on y = |—2x+13| (tai vastaavasti
y = |2z — 13|) ja pallo ei mene nurkkapussiin, silla piste (10,6) ei toteuta yhtaloa.

Pohdinta B.4

Tehtéava sisaltda nelja kayrad, joiden itseisarvokayrit pitéisi tunnistaa vieressd olevien
kayrien joukosta. Tehtava sisaltaa yhden ylimaéréisen kdyran, jolloin se myos opettaa, etté
kahdella toisistaan eroavalla kéyrélla voi olla taysin identtiset itseisarvokuvaajat. Opettaja
voi haastaa nopeimpia oppilaita kysymalla, millaisiin mahdollisiin kéyriin itseisarvokayra
H voisi yhdistya.

Vastaukset: Ratkaisuparit ovat A-F, B-G, C-E ja D-F.
Pohdinta B.5

Tehtéva yhdistelee graafista esitystd muuten algebralliseen tehtédvadn. Muistuta itseisar-
vojen graafisesta merkityksestd esimerkiksi sanallistamalla tehtévin (b)-kohta muotoon
"Milla x:n arvolla funktion f(x) kohtisuora etdisyys x-akselista on tismdlleen kaksi?"
Néayttamalla opiskelijoille esimerkin siita, kuinka tehtavia voidaan sanallistaa, antaa se
opiskelijoille mahdollisuuden sanallistaa tehtédvan muita kohtia, esimerkiksi kohdan (c)
muotoon "Missd pisteissd funktiot f ja g ovat yhtd kaukana x-akselista?" Sanallistaminen
tekee tehtavista konkreettisempia ja helpottaa kuvaajien tulkitsemista.

Vastaukset: (a) Ei ratkaisua (b) 2 = -2, z=0jazrx=2(c)x=—-2,z=—-1,z=1ja
T =2

Pohdinta B.10

Tavoitteena on, ettd opiskelijat oppisivat joustavuutta ratkaisuissa ja valitsemaan tehtéa-
vien kannalta parhaimpia ratkaisustrategioita. Tehtavin (d)-kohta osoittaa, etta neli6on-
korotus johtaa joskus tilanteeseen, jossa tormétdan korkeamman asteen yhtaloon.

Vastaukset: (a) Minni hyodyntéé itseisarvojen méaaritelméé, kun taas lines korottaa
molemmat puolet nelioén. (b) Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten ne voidaan
korottaa nelioon. (¢) Mielipidekysymys. (d) Itseisarvojen méaaritelmén hyddyntaminen ei
johda ongelmiin korkeiden potenssien kanssa.
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Harjoitustehtavat

Tehtavaosiossa opettajan kannattaa jélleen ohjata opiskelijoita hyodyntaméén graafisia
esitystapoja tehtavien ratkaisemiseksi. Tutkimusten mukaan opiskelijat, jotka hyodynta-
vat graafisia esitystapoja ratkaisuissaan, saavat yleensé ratkaistua tehtavat paremmin ja
oppivat niista enemman.

3.4 Itseisarvoepiyhtalot

Tamén kappaleen tavoitteena on, etta opiskelija

e osaa purkaa itseisarvoepayhtalon osiin hyodyntamaélla itseisarvon algebrallista méa-
ritelméaa

e harjaantuu epayhtaloiden ratkaisemisessa

e oppii kiayttamadn oikein loogisia yhdyssanoja ja ja tai

e oppii ratkaisemaan erilaisia epayhtaloita seka graafisesti etta algebrallisesti
e ymmértia, mita itseisarvoepayhtilojen ratkaisut tarkoitavat graafisesti

e kehittda joustavuuttaan tehtavien ratkaisumetodien valinnassa

e rohkaistuu hyodyntdmaéaan graafista esitystapaa algebrallisen esitystavan tukena teh-
téavien ratkaisemisessa ja ratkaisujen tarkistamisessa

Pohdinta C.1

Huomioi matemaattisten merkintojen kirjoittaminen (a)-kohtaan joko kaksoisepayhtalolla
tai ja-sanaa kayttamalla.

Vastaukset: (a) Lampotilojen on oltava suurempia tai yhtédsuuria kuin -20 celsiusastetta
ja pienempia tai yhtédsuuria kuin 100 celsiusastetta. (b) Lampotilojen on oltava suurempia
kuin 100 astetta tai pienempia kuin -20 astetta.

(c) a-kohdan vastaus: —20°C < T < 100°C

b-kohdan vastaus: T' < —20°C tai 100°C < T

Pohdinta C.3

Tarkoituksena on lahtea yhdistelytehtédvan kautta lahestymaén itseisarvoepéayhtaloita. Jos
kuvaajien yhdistaminen funktioihin tuottaa vaikeuksia, voit johdatella oikeisiin vastauk-
siin pyytamaélla opiskelijoita kokeilemaan eri x:n arvoja ja tutkimaan, mita arvoja funktio
saa naissa pisteissa.

Vastaukset: Vasemman yldkulman kuvaaja yhdistyy itseisarvoepayhtéloon (b) ja sen
vastaus on vali (v). Oikean ylakulman kuvaaja yhdistyy itseisarvoepédyhtdaloon (c) ja sen
vastaus on (iii). Vasemman alakulman kuvaaja yhdistyy itseisarvoepayhtaloon (d) ja vas-
taukseen (iv). Viimeisen kuvaajan itseisarvoepayhtalo on (a) ja vastaus (ix).

Pohdinta C.5
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Varmista opiskelijoiden ymmaértévan, etta esimerkiksi x < —2 <= x €] — 00, —2[, jotta
ei jaa kasitysta ettd ratkaisu rajoittuu vain kuvan alueelle. Tehtévan (d)-kohtaa tehdes-
sé voi olla fiksua pyytad opiskelijoita ensin sanallistamaan ratkaisua, jolloin ratkaisun
kirjoittaminen helpottuu.

Vastaukset: (a) r = -2, 2 =—-1,z=1jax =2
(b) x < —2tali —1 <z <1taiz>2

(c) 2<z<—-ltail<ax<?2

(d) |f(z)] >2 <= f(z) >2tai f(x) < -2
If(x)] <2 <= —-2< f(x) <2

Pohdinta C.8

Opiskelijoiden on tarkedd huomata, etta naissa erityistapauksissa tehtavéin ratkaisemisen
voi tehdé padtteleméalld. Tehtavan yhteydessa kannattaa vield palata huomautuksiin C.6
ja C.7, joissa vakio a on maéritelty ei-negatiiviseksi luvuksi.

Vastaukset: (a) Toinen yhtalo on totta kaikilla muuttujan x arvoilla (joilla funktio on
madritelty) ja toinen yhtdld toteutuu ainoastaan niilld muuttujan x arvoilla, joilla f(z) =
0. (b) Toinen yhtalé on totta kaikilla muuttujan x arvoilla ja toinen yhtalo ei toteudu
millidn muuttujan x arvolla.

Pohdinta C.11

Koska itseisarvoepayhtalot on tutkimusten mukaan parasta opettaa kuvaajien avulla, ope-
tetaan niiden ratkaisu etéisyystulkinnan avulla ennen nelioonkorotusta ja lokerointikei-
noa. Tehtavia voi helpottaa neuvomalla opiskelijoita miettimédan milta itseisarvokuvaaja
nayttaisi tai jopa piirtdmaén itseisarvokuvaajat.

Vastaukset: (a) 2 >0 (b)z=0jaz=2(c)z>2(d) 0< 2 <2
Pohdinta C.13

Tehtava haastaa oppilaita keksimadn itse tietyt ehdot tayttavia itseisarvoepéyhtaloita.
Kannattaa ohjeistaa oppilaita miettimaan mahdollisia ratkaisuja ennen kokeilemista eika
vain padstda heitd kokeilemaan geogebralla erilaisia yhtaloitd niin kauan, kunnes oikea
yhtalo 1oytyy. Nopeimpia oppilaita kannattaa haastaa keksimaén useampia ja vaikeampia
vaihtoehtoja tehtaviin.

Vastaukset: Tehtaviin on useita eri vastauksia, mutta esimerkiksi (a) |z — 2| < 0 (b)
lz+1] >0 (c) |[z| >z (d) 22 -4 <0

Mallitehtava C.14

Tehtava opettaa itseisarvoepayhtaloiden ratkaisemisen lokeroinnin avulla. Ratkaisumalli
on kayttokelpoisin tapa ratkaista vaikeampia itseisarvotehtavia ilman kuvaajia. Voi kui-

tenkin olla, etta laskinten kehittyessa aika on jo hieman ajanut ohi ratkaisutavasta, mutta
sen voi jattda itsenaisesti katsottavaksi eteviammille oppilaille.

Harjoitustehtavat

Harjoitustehtédvissa 12 tarkastellaan yleisimpié itseisarvotehtavissa tehtavia virheita, joi-
ta on lausekkeita yhdistavien valisanojen vaara kaytto, negatiivisella luvulla kertominen
itseisarvomerkkeja kdantdamatta ja itseisarvoepayhtalon kasitteleminen kuten yhtéloiden
kasittely. Lupun vastauksessa virhe tapahtuu itseisarvomerkkeja poistaessa, silla Lupu on
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kéasitellyt itseisarvoepéyhtaloa kuin itseisarvoyhtaloa.

Harjoitustehtavaa 13 kannattaa lahted purkamaan osissa miettien ensin itseisarvofunktio-
ta kuvassa nakyvan funktion avulla, tdmén jalkeen vakion arvo voidaan selvittaé suorasta
ja lopuksi voidaan péaatella ratkaisujoukon avulla funktioiden valiin tuleva epéyhtélon
merkKki.

Viimeisessa harjoitustehtdvissa on hyva huomioida nelioonkorotuksen mahdollisuus, vaik-
ka tehtéavassé esiintyykin toinen potenssi.
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A Kayrien viliset leikkauspisteet

Edellisissa kappaleissa olet tutustunut erilaisten funktioiden méaraamiin kéyriin, kuten
suoriin, paraabeleihin ja ympyroihin. Tassa kirjan kappaleessa péadset tutkimaan, milloin
kayrat leikkaavat toisiaan eli onko kéyrilla yhteisia pisteita.

16
14
12

10

e

sp t

Pohdinta A.1 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10

Y14 oleva kuvaaja esittad pyoriilijan ja jalankulkijan paikkaa ajan funktiona. Jalan-
kulkijaa kuvaa yhtalo s; = 2t ja pyorailijaa yhtalo s, = %tQ, joissa t > 0. Oletetaan,
ettd pyorailijé ja jalankulkija ldhtevat samasta paikasta ja liikkuvat samaan suuntaan.

(a) Missa kuvaajan pisteessd pyoriilija ja jalankulkija kohtaavat lahdon jalkeen?
(b) Mitka suureet saavat yhta suuret arvot téssé pisteessa?

(c) Miten laskisit yhtaloitad kayttden ne ajanhetket, joissa pyoriilija ja jalankulkija
ovat samassa pisteessa?

(d) Miten lasket funktioiden y = —32% + 2 ja y = 2 — 4 maédradmien kuvaajien
leikkauspisteet c-kohdan havaintoja kayttaen?

Maaritelma A.2 Yhtaloiden F(z,y) = 0 ja G(z,y) = 0 médrdédmien kédyrien valinen
leikkauspiste P = (z,y) on piste, joka toteuttaa molempien kdyrien yhtalot eli kuuluu
molemmille kayrille.
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Kuten maaritelmasta kdy ilmi niin myos niita pisteitéd, joissa kayrat sivuavat toisiaan,
kutsutaan kayrien leikkauspisteiksi.

Esimerkki A.3 a) Piste P = (—3,2) on kiiyrien y —2? — 2z +1=0jay =2 +5
leikkauspiste, silla sijoittamalla piste kayrien yhtaloihin toteutuvat molemmat yhtéalot:

y—a>—2r+1=0 y=1x+5
2—(=3)%-2-(-3)+1=0 2=-3+5
2-9+6+1=0 2=2
0=0

b) Piste Q = (1,6) ei ole kiyrien y — 2> —2x +1 = 0 ja y = = + 5 leikkauspis-
te, silla sijoittamalla piste kayrien yhtéaloihin toteutuu ainoastaan toinen yhtalo:

y—a>—2r+1=0 y=x+95
6—(1)>=2-14+1=0 6=1+5
6-1-2+1=0 6 =6
4=0

Néin ollen piste ) kuuluu ainoastaan kayralle y = x + 5.

Pohdinta A.4 Perustele parillesi, onko véite totta aina (A), joskus (J) vai ei koskaan

(E).

1. Piste (xo, o) sijaitsee sekd kayralla s ettd kayralla r. Kayrat s ja r leikkaavat
toisensa.

2. Nollakohta on sama asia kuin leikkauspiste suoran y = 0 kanssa.

3. On mahdollista piirtda kaksi suoraa eri suurilla kulmakertoimilla siten, ettd ne
eivit leikkaa toisiaan.

4. Kahdella paraabelilla on nelji yhteista leikkauspistetta.

5. Ympyralld A on suurempi tai yhta suuri side kuin ympyrélla B, ja ympyrdan A
keskipiste sijaitsee ympyran B sisdlla. Ympyrét leikkaavat toisensa.

6. Kahdella samansateiselld ympyralld on dareton maara leikkauspisteita.
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7. Ympyrélla ja paraabelilla voi olla enemmaén kuin nelja leikkauspistetta.

6

8. Paraabelilla y = ax? ja paraabelilla z = by? , a,b € R, a,b # 0, on kaksi
leikkauspistetta.

Kuten huomataan, leikkauspisteiden méara riippuu kayrien muodosta ja sijainnista koor-
dinaatistossa. Jos kayrat ovat paallekkain, on leikkauspisteitd adreton méaara. Leikkaus-
pisteiden lukumaaraé ja sijaintia voidaan arvioida kuvaajien perusteella, mutta niiden
tarkkaan selvittdmiseen on syyta kehitttaa laskennallisempi menetelma.

Pohdinta A.5 Yhtaloparin

{y:—(x—2><x2—1> 1|

y=z2-1

ratkaisut ovat pisteet (-1,0), (1,0) —
ja (5:3): 12

Ratkaise seuraavat tehtavat kuvan avulla.

(a) Mitké ovat yhtaléparin

ratkaisut?
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(b) Mitka ovat yhtdloryhmén

ratkaisut?

(c¢) Mitka ovat yhtdloryhmén

ratkaisut?

Yhtéloiden F(x,y) = 0ja G(z,y) = 0 médrdamien kdyrien véliset leikkauspisteet saadaan
siis maaritettya ratkaisemalla yhtaloista muodostettu yhtalopari

Jos yhtéléryhmien ratkaiseminen on pédssyt unohtumaan, voit kerrata sen MAA4
Vektorit-kurssin materiaaleista.

Leikkauspisteitd voidaan ratkaista yhtdloparien avulla, silla kuten MAA4-kurssilta muis-
tetaan, yhtaloparin ratkaisuna saadaan ne yhtaloparin muuttujien arvot, jotka ovat voi-
massa yhta aikaa jokaiselle yhtdloparin yhtélolle. Téten yhtaloparin ratkaisuna saadaan
ne pisteet, jotka toteuttavat samaan aikaa molemmat yhtalot eli ovat kédyrien leikkaus-
pisteitd. Yhtéalopareja ratkaisemalla saadaan ratkaistua leikkauspisteiden koordinaatteja
tarkasti, mutta koska menetelmé on virheherkké, kannattaa vastaukset tarkistaa esimer-
kiksi piirtamalld funktioiden kuvaajia.

Lisatieto A.6 Jos haluat ratkaista useamman kayran yhteiset leikkauspisteet, voit
joko ratkaista yhtdloryhmén, jossa on mukana kaikki tutkimasi kayrat, tai laskea
kahden kayrén leikkauspisteet ja tutkia tamén jalkeen kuuluvatko leikkauspisteet myo6s
muille kayrille.
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Mallitehtava A.7 Ratkaise kiyrien y = 2x ja 12y = 24z leikkauspisteet.

=2
Ratkaisu: Sijoittamalla yhtaloryhman {‘?2 x24 ylempi yhtalo alempaan yhta-
Y =2z

166n saadaan

12-(2z) = 24z
24x = 24x
0 = 0,

joka on totta kaikilla muuttujan z arvoil-
la. Téten jokainen kédyran y = 2z piste on
kayrien leikkauspiste. Asia voidaan varmis-
taa vield piirtdmalld molempien funktioi-
den kuvaajat ja havaita, ettd kuvaajat ovat I
paallekkain.

| y =2z
12y = 24

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Huomautus A.8 Jos kayrien yhtaloistd muodostetulla yhtaloryhmaélla ei ole ratkai-
sua, kayrilla ei ole leikkauspisteita.

Yhtaloparien ratkaisuja on mahdollista selvittad myos kayttaen teknisid apuvalineité, ku-
ten geogebraa. Geogebran CAS-laskimessa yhtaloryhmia voidaan ratkaista komennolla
Ratkaise({ Haluamasi yhtilot},{yhtiloissd esiintyvdt muuttujat}). Nain ollen esimerkik-
si Pohdintatehtavan A.5 (b)-kohdan yhtaloryhmé voidaan ratkaista kirjoittamalla CAS-
laskimeen komento Ratkaise({y = —(z — 2)(z* — 1),y = (z* — 1),y = 0},{y,x})

Huomaa, etta selvittaessasi kédyrien leikkauspisteitd et voi antaa tehtdvien vastauksina
pelkkid muuttujan x arvoja, vaan joudut selvittaméan myos jokaista leikkauspistetta var-
ten muuttujan x arvoa vastaavan y-koordinaatin.
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Geogebralla voit myos selvittdd minka tahansa kayrien leikkauspisteiden koordinaatit
muutamalla klikkauksella.

Mallitehtavi A.9 Selviti funktioiden y = 2% — 4 ja # = y* — 4 méidrddamien kiyrien
leikkauspisteet.

Ratkaisu: Geogebrassa voit selvittad kayrien leikkauspisteitda piirtamélla en-
sin kayrdt ja valitsemalla tamén jalkeen valikosta kayttoon Leikkauspis-
teet-tyokalun. Taman jalkeen saat yksittaisen leikkauspisteen sijainnin sel-
vitettya klikkaamalla leikkauspistettd kuvasta tai kayrien kaikki leikkauspis-
teet selville klikkaamalla ensin toisesta ja tamén jilkeen toisesta kayrasta.

SN _

ISENNcdERNEE
» Alg| Leikkauspisteet
® f( Valitse leikkauspiste fai kaksi objektia perdkkain.
® ciy*+x=-4
® D= (2.56, 2.56)
® C=(13,-23)
® B=(-156,-1.56)
® A=(-23,13)

-5

Voit lukea tarvitsemasi leikkauspisteiden koordinaatit vasemmalla nakyvéasta listasta.

Vastaus: Kéyrien leikkauspisteet ovat (—2.3,1.3), (—1.56,—1.56), (1.3,—2.3) ja
(256, 2.56).

Harjoitustehtavat leikkauspisteista

1. Piirrd mahdollisista toisistaan eroavista tilanteista kuvat ja selvita, montako leikkaus-
pistetta on

(a) kahdella ympyralld, jotka sivuavat toisiaan?

(b) kahdella suoralla, joilla on sama kulmakerroin?

30



(c) ympyralld ja suoralla, joka kulkee ympyran keskipisteen kautta?
(d) ympyralla ja paraabelilla, jonka huippu on ympyran kehalla?

2. Tarkastellaan kiyrid y = 22 — 2 ja 2° + (y — 3)? = 25.

(a) Ratkaise yhtaloparin avulla kéyrien leikkauspisteet.

(b) Tutki, leikkaavatko kayrat myos kayrén y, = 3x — 2 samoissa pisteissi
(i) sijoittamalla saamasi leikkauspisteet kayrén y; yhtaloon
(i) ratkaisemalla kolmen kéyrén yhtaléryhmaé laskinohjelmalla.

3. (a) Tutkitaan suoria y = —2x — 1 ja y = 2z — 1. Mill4 vakion a positiivisilla arvoilla
paraabeli y = ax? ei leikkaa suoria?

(b) Milld vakion b arvolla ympyréilla 22 + y? = 4 ja (z — 2)? + 42 + y* = b on Adreton
maara leikkauspisteita?

4. Aku paattaa lahtea kiertdméan maailmaa kévellen hyviantekeviisyystarkoituksessa, ja
kerda sponsoreita tukemaan tempaustaan. Yritys A lupaa Akulle 500 euron peruslahjoi-
tuksen ja euron lisda jokaista Akun kédveleméa kilometrid kohti. Yritys B puolestaan lu-
paa Akulle 315 euron peruslahjoituksen, ja 1,25 euroa jokaista kaveltya kilometrid kohti.
Mallinna Akun saamia rahamééria kuvaajien avulla ja selvitd, kuinka paljon Akun pitaé
kavelld, jotta hén saisi tdsmaélleen yhté paljon rahaa molemmilta yrityksilta?

Vihje: Aseta Akun saama rahamddrd y-akselille ja kilometrit x-akselille.

5. Ratkaise yhtalot kayttaméttéa laskinohjelmia (voit kayttaa geogebraa kuvien piirtdmi-
seen, mutta et sen CAS-laskinohjelmistoa).

2 _
() 242 —1=|e+4/+1

6. Tarkastellaan tasokidyraa, jonka yhtdlo on 222 + 2y? — 3zy — 22 +2y — 4 = 0.

(a) Maéarita kiyran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

(b) Osoita, etta kaikki leikkauspisteet ovat saman ympyran kehélld, ja maaritd tamén
ympyran yhtalo.

(c) Suora kulkee origon ja b-kohdan ympyran keskipisteen kautta. Missa pisteessa tdma
suora leikkaa alkuperéisen kayrén?

(d) Onko alkuperiinen kayra ympyra? [S13/14]
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B Itseisarvoyhtalot

Kirjan alussa kasiteltiin itseisarvoja lukusuorien avulla. Kyseisestd kappaleesta muiste-
taan, ettd itseisarvo kuvaa lukujen vélistd etaisyytta. Téssd kappaleessa opit laajenta-
maan itseisarvon késitettd funktioihin ja erityisesti niiden kuvaajiin sekéd ratkaisemaan
muotoa |f(z)| = |g(x)| olevia itseisarvoyhtaloita.

Pohdinta B.1 Avaa Geogebrassa ITSEISARVOFUNKTIOT-sovellus ja tutustu teh-
tavddn. Kuten néet, geogebraan on piirretty funktion f(x) = = + 3 kuvaaja seka mer-
kitty nakyviin kaksi pistetta. Piste A on funktion f piste ja piste B on piste, joka on
muuten kuin piste A, mutta sen y-koordinaatti on aina ei-negatiivinen. Se siis ilmaisee
jatkuvasti funktion f kuvaajan kohtisuoraa etéisyyttd x-akselista. Tutki, miten piste
B liikkuu tarttumalla kiinni pisteestd A ja liikuttele sitd pitkin kuvaajaa.

(a) Merkitse pisteen B jalki nékyviin. Ota tamén jalkeen kiinni pisteestd A ja lii-
kuttele sita pitkin funktiota. Millaisen jaljen piste B piirtaa?

apsauta vasemmalta nakyvéstéa valikosta ndkyviin funktion f itseisarvofunktio
b) N t lta nakyvésté valikosta nédkyviin funkti itsei funkti
h(z). Mita havaitset?

(c) Poista itseisarvofunktio h(x) nakyvista ja siirrd piste A y-akselille. Tuplaklikkaa
tamén jalkeen vasemmassa valikossa niakyvaa funktiota f(z) = x + 3 ja piirra
funktion tilalle funktio f(z) = x? — 2. Toista vaiheet (a) ja (b).

(d) Koita keksié sellaisen funktion yhtéld, jolla ei ole yhtaan yhteista pistettd oman
itseisarvofunktionsa kanssa. Kirjoita funktion yhtdlo geogebraan funktion f(z)
tilalle ja tutki, onnistuitko keksiméan oikeanlaisen funktion.

Kuten edellisessé tehtdvissa huomattiin, itseisarvojen lisidminen funktion yhtaloén muut-
taa kuvaajassa vain x-akselin alapuolella olevien pisteiden paikkaa. Naméa z-akselin ala-
puolella olevat pisteet sailyttavit etaisyytensa z-akselista, mutta siirtyvat itseisarvojen
lisddmisen jalkeen z-akselin ylapuolelle. Néin ollen |f(x)| ilmaisee funktion f kohtisuoran
etaisyyden x-akselista muuttujan arvolla z.
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Kuten kirjan alussa késitellysté itseisarvokappaleesta muistetaan, voidaan itseisarvofunk-
tio kirjoittaa itseisarvon maaritelman nojalla kahteen osaan:

f(z), kun f(z) =0

F@)l = {—f(a:), kun f(z) <0

Mallitehtava B.2 Piirra funktion f(z) = |2z + 4| kuvaaja.

Ratkaisu: Funktion itseisarvomerkit saadaan poistettua itseisarvojen méaritelmaa
kayttden. Saadaan

2¢ +4, kun 2x+4 >0
(2z+4), kun 22 +4<0

o ={_

B 2¢ +4, kun x > —2
| -2z —4, kun z < —2.

Néin ollen funktion kuvaaja voidaan piirtdd kahdessa osassa piirtdmaélla ensin suora
—2x — 4, kun x < —2 ja sitten suora 2x + 4, kun x > —2.

/

F—2x —4

Kuvassa funktion f = |2z + 4| kuvaaja on yhteniinen viiva, ja katkoviivalla piirretyt
viivat ovat apuviivoja, jotka voidaan jattda myos piirtamatta.

Tarkastelemalla aikaisemmin piirrettyja itseisarvokuvaajia tarkemmin huomataan, etta
itseisarvot peilaavat x-akselin alapuolelle jadvan osan z-akselin ylapuolelle. Tamé johtuu
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itseisarvon luonteesta etiisyyden ilmoittajana. Itseisarvofunktio ilmoittaa jokaisen funk-
tion pisteen kohtisuoran etaisyyden x-akselista, ja koska etédisyys on aina positiivinen
luku, peilaa itseisarvofunktio z-akselin alapuolella olevat pisteet x-akselin ylédpuolelle.

Pohdinta B.3 Musta kasipallo sijaitsee koordinaatiston pisteessé (6, 1). Sita pyritadan
lyoméaan nurkkapussiin (10,6). Viivat havainnollistavat pallojen liiketta.

(a) Muodosta kasipallon liikettd mallintava itseisarvofunktio, kun pallo on aluksi
pisteessé (6,1) ja sen tiedetdén kulkevan pisteen (8,3) kautta.

(b) Selvité, meneeko pallo nurkkapussiin.

! (10,6)

11

Seuraavan sivun pohdintatehtévassa tutustutaan viela tarkemmin siihen, miten itseisarvot
muuttavat funktioiden kuvaajia.
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Pohdinta B.4 Etsi kayria A-D vastaavat itseisarvokéyrit kdyrien E-H joukosta.

3 e
2,,
1,,
' d3 2 1 2 3
E -1
_2,,
-3 -3
3,,
2,,
3 Jo -1 2 3 1 2 3
B —1
—9 —2
3l s
3 3
2 2
1,,
3 —2 i 3 3 —2 -1 1 2 3
@ —1 G -1
_9 |
-3 -3
3,,
13 AN 2 3 1 2 3
D
) =2
3l _3
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Leikkauspisteet-kappaleesta muistetaan, ettd yhtalon | f(z)| = a ratkaisuna saadaan kéy-
rien y = |f(x)| ja y = a leikkauspisteet. Koska y = |f(x)| kulkee aina z-akselilla tai
sen ylapuolella, eivit kayrat voi leikata, kun a on negatiivinen. Kun a on ei-negatiivinen,
kéyrat kulkevat z-akselilla tai sen yldpuolella ja voivat leikata. Koska kayréa |f(x)| ilmai-
see kiyran f(z) etdisyyttd x-akselista, leikkaavat kdyrat y = |f(z)| ja y = a toisensa
tasmaélleen silloin kun kéyrit y = f(z) ja y = a ovat yhta kaukana z-akselista.

Pohdinta B.5 Vastaa kysymyksiin kuvan avulla.

3,,
1,,
3 —of 1 1\2 3
_1 |
sof 2|
f(x)
_3 1

Milld muuttujan x arvoilla

(a) [f(2)] = =27
(b) [f(2)| =27

(¢) [f(@)] = lg(x)]?
(d) |f(z)] = g(z)?

Kaksi kayraa ovat yhta kaukana x-akselista tasmalleen silloin, kun niiden méaérdamien
funktioiden arvot ovat samat tai toistensa vastaluvut. Taten yhtdlo |f(z)| = a saadaan
sievennettyd muotoon f(z) = +a, kun a > 0.

Esimerkki B.6 (a) Yhtalolla |x + 3| = —2 ei ole ratkaisuja.

(b) Yhtélon |z + 3| = 3 ratkaisuiksi saadaan x +3 =3 tai z +3 = —3 eli 2 = 0 tai
x = 6.
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Mallitehtava B.7 Ratkaise itseisarvoyhtélo |2z — 1| = 3z — 3.
Ratkaisu:
1. Kuten edellisestéd kappaleesta muistetaan, yhtdlon ratkaisut maéaarittavat nyt
kéyrien y = |2z — 1| ja y = 3z — 3 leikkauspisteiden z-koordinaatit.

2. Koska yhtalon vasen puoli on itseisarvolauseke ja siten aina ei-negatiivinen, voi-
vat kéyrit leikata ainoastaan silloin, kun yhtélon oikea puoli saa ei-negatiivisia
arvoja. Yhtalon oikea puoli 3z — 3 > 0, kun x > 1, joten tehtdvan vastauksia
voivat olla vain muuttujan x arvot, joilla x > 1.

3. Poistetaan seuraavaksi itseisarvo yhtalosta itseisarvon maaritelméa hyodyntaen:

2 1 2¢ — 1, kun 2x —12>0 2v — 1, kun x >
xr — — =
—(2x—1), kun 22 —1<0 —2r+1, kun z <

NI N |—=

Nyt2x—1:3x—3,kunx2%ja—2x+1:3x—3,kunx<%.

Koska jalkimmaisen yhtalon méaarittelyehtona on z < %, ei yhtélon ratkaisut

kelpaa tehtéavan ratkaisuksi alkuehdon x > 1 vuoksi. Ensimmaisesta yhtéalosta
saadaan ratkaisuksi x = 2.
4. Alkuehdon z > 1 nojalla vain x = 2 hyviksytadn vastaukseksi.

Jos toinen yhtalo ratkaistaisiin, saataisiin siita vastaukseksi z = %. Ratkaisu ei
toteuta myoskaan yhtalossd mainittua maéarittelyehtoa x < %

Vastaus: Itseisarvoyhtalon ratkaisuksi saadaan x = 2.

Y14 olevaan kuvaan on piirretty funktiot y = |2z — 1| ja y = 3z — 3. Minka
suorien leikkauspisteen z-koordinaatti toisesta yhtalosta saatu x = % kuvan
perusteella on?
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Lisatieto B.8 Jos mahdollista, kannattaa itseisarvoyhtaloiden vastaukset tarkistaa
aina piirtamalla yhtdlon molempien funktioiden kuvaajat ja katsoa, missa kuvaajat
leikkaavat toisensa. Télla tavoin huomaat myos, jos et ole osannut huomioida méarit-
telyehtoa tehtavien ratkaisujen karsimisessa.

Lause B.9 Funktioiden f(x) ja g(x) itseisarvot eli etdisyydet z-akselista ovat yhté
suuret vain silloin, kun funktioiden arvot ovat samat tai toistensa vastaluvut. Téaten
itseisarvoyhtalo

|[f(@)] = lg()]
voidaan ratkaista kirjoittamalla yhtalo muotoon
f(z) = £g().

Pohdinta B.10 Tutustu Minnin ja Iineksen tapoihin ratkaista itseisarvoyhtélo

|3z + 2| = |z + 6] ja vastaa alla oleviin kysymyksiin.
Minnin ratkaisu Iineksen ratkaisu
13z + 2| = |z + 6| |3z + 2| = |z + 6]
3z +2 = +(z + 6) (37 +2)* = (z + 6)?
3r+2=1z+6 tai 3z +2=—-2—6| 92%+ 12z = 2% + 122 + 36
2 =4 dr = —8 8z =32
xr = 2 €Tr = —2 x2 = 4
r =12
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Joskus itseisarvoyhtélo voidaan ratkaista korottamalla yhtalon molemmat puolet nelioon.
Néin voidaan tehdé, jos yhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia.

Lause B.11 (Neli6onkorotuslause)

Jos luvut a ja b ovat ei-negatiivisia, seuraava ehto patee:

a=b jos ja vain jos a® = b°.

Harjoitustehtavat itseisarvoyhtaloista

7. Kirjoita ilman itseisarvoja (eli kirjoita lauseke paloittain itseisarvon mééritelmad apuna
kéyttéien)

(a) |z +2],
(b) |2* — 4],

(c)

8. Tee seuraava tehtéiva ilman teknillisid apuvalineita.

z+1
r—1

, kun x # 1.

(a) Piirrd koordinaatistossa nakyvéin funktion f itseisarvofunktio |f|.

(b) Piirra funktion f(x) = —|2x + 2| kuvaaja.

(c) Piirra funktion f(z) = |22 — 1] — 1 kuvaaja.
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9. Hessu on ratkaissut yhtalon
2% — 4|+ 2 =2,

mutta vélivaiheet ovat menneet sekaisin. Valitettavasti kohtaan (f) on my6s unohtunut
kirjoittaa tarkastelualueelta kelpaava arvo. Merkitse vélivaiheet (b)-(h) oikeaan jarjestyk-
seen niin, ettd ne muodostavat yhtalon loogisesti etenevian ratkaisun ja tdydenna viela
kohdasta (f) puuttuva vastaus.

(a) |22 —4|+x=2

(b) Tarkastelualueelta ratkaisuksi kelpaa arvot x = —3 ja z = 2.
(c)

1 —4+r=2

> +2-6=0

—1+ 1424 —145
2 2

rT =

(d) Kun —2 < x < 2, yhtélo tulee muotoon
(e) Kun z < —2 tai z > 2 | yhtdl6 tulee muotoon

(f) Tarkastelualueelta ratkaisuksi kelpaa arvo

x? — 4, kun = < -2
(g) |22 —4] =< —2*+4, kan —2<x <2
2% — 4, kun = > 2

(h)
444+ x=2
224+ 2+2=0

-1+ 148 143
- 2 D)

X

10. Tee tehtédva ilman laskinta. Maaritd ne muuttujan x arvot, joilla

(a) muuttujan x etdisyys luvusta miinus kolme on yhté suuri kuin muuttujan z vasta-
luvun etéisyys luvusta 5.

(b) [2* — 4| = |z — 2.
11. Tee tehtdva ilman laskinta.

Ratkaise yhtélo
|z|x + 224+ 1=0. [S97/2]
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C Itseisarvoepayhtalot

Edellisessa kappaleessa opittiin ratkaisemaan itseisarvoyhtéloita eli tutkimaan, milla
muuttujan arvoilla funktioiden kuvaajat ovat yhta kaukana z-akselista. Téssé kirjan kap-
paleessa funktioiden vélissé oleva yhtédsuuruus-merkki korvataan epayhtéaloiden merkeilld
eli aletaan tarkastelemaan tilanteita, joissa toisen funktion kuvaajan tulee olla kauem-
pana z-akselista kuin toisen funktion kuvaajan. Kappaleen tarkoituksena on, ettd opit
hyodyntamaén edellisissé kappaleissa oppimiasi tietoja itseisarvoepayhtaloihin ja ratkai-
semaan lopulta muotoa |f(z)| < |g(z)| olevia itseisarvoepéyhtéloité sekd algebrallisesti,
graafisesti ettd myos teknisid apuvélineitd hyodyntaen.

Pohdinta C.1 Lédmpoélaajenemisen takia lasinen lampomittari kestda vain lampoti-
loja, jotka poikkeavat 40 celsiuasteesta enintddn 60 asteen verran. Selitd sanallisesti,
mille véleille sijoittuvat lampdotilat 7', joita

(a) lampomittarilla voidaan mitata?
(b) lampomittarilla ei voida mitata?

Kokoa seuraavista rakennuspalasista matemaattiset vastaukset (a)-ja (b)-kohtiin:
T 20 40 > JA
°C —20 100 < TAI

IN|IV

Itseisarvoepayhtéloiden ratkaisuina saadaan erilaisia ratkaisuvaleja, joissa oleellista on
osata kayttaa oikein ja- ja tai-sanoja. Jos ratkaisuna saadaan véli, jossa useamman ehdon
pitda toteutua samanaikaisesti, kaytetadn ehtojen valissa ja-sanaa. Esimerkiksi ylla ole-
van pohdinnan C.1 (a)-kohdan ratkaisuksi saadaan lampotilat, jotka ovat enintddan 100
astetta ja vahintadn -20 astetta. Ei siis riita, ettd lampotila toteuttaa vain toisen kah-
desta ehdosta. Tai-sanaa kaytetdan, kun vain toisen ehdon toteutuminen riittda. Usein
tai-ratkaisuissa saatavat ehdot ovat myos sellaisia, ettd molempien ehtojen toteutuminen
samanaikaisesti ei olisi mahdollista. Esimerkiksi edellisessé tehtavassa se, ettd lampotila
olisi samanaikaisesti yli 100 astetta ja alle -20 astetta, on mahdotonta.
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Maaritelma C.2 Itseisarvoepayhtalossa verrataan kahden lausekkeen suuruutta
kayttamalla jotain alla olevista epayhtalomerkeista.

Merkinta Tarkoitus

a<b a on pienempi kuin b

a>b a on suurempi kuin b

a<b a on pienempi tai yhta suuri kuin b
a>b a on suurempi tai yhtd suuri kuin b

Pohdinta C.3 Yhdistd kuvaaja ja sitd vastaava itseisarvoepayhtdld. Anna tdméan
jalkeen vield itseisarvoepédyhtalon vastaus vaihtoehtojen (i)-(ix) joukosta.

(a) |[¢] —1>3 (b) |z|+1<3 (¢)|lz+1 <3 (d)|Jz—1]>3

T 1z 0

(i) 2<z <4 (i) d<zjax >4 (ili) 4 <z <2
(iv) 2<ztaiz >4 (v) 2<x<2 (vi) =2 <z <2
(vii) —4 <z <2 (viii) z < —2 tai z > 2 (ix) 4 <z taizx >4

Huomautus C.4 Huomaa, etta jos epayhtélossa on yhtasuuruuden siséltdava merkki
(< tai >), myo6s kdyrien leikkauspisteiden x-koordinaatit kuuluvat vastausalueeseen.
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Pohdinta C.5 —4

Kuten edellisesta luvusta muistetaan, ilmaisee funktion f itseisarvofunktio | f| funktion
f kuvaajan kohtisuoraa etaisyyttd x-akselista. Koordinaatistoon on piirretty funktion
f(z) = 327 — L kuvaaja.
(a) Milla muuttujan z arvoilla funktion kuvaajan kohtisuora etéisyys z-akselista on
tasan 2 eli milloin |f(z)| = 27

(b) Milld muuttujan x arvoilla funktion kuvaajan kohtisuora etiisyys z-akselista on
suurempi kuin 2 eli milloin |f(z)| > 27

c) Milla IIlllllttlljall z arvoilla funktion kuvaajan kohtisuora eta"isy yS z-akselista on
J
pienempi kuin 2 eli milloin ’ / (ZIJ)’ < 2?7

(d) Edellisestéa luvusta muistetaan, ettd a-kohdan yhtéalosta | f(x)| = 2 voidaan pois-

taa itseisarvomerkit kirjoittamalla yhtélé muotoon f(z) = —2 tai f(z) = 2. Mie-
ti, miten saat poistettua itseisarvomerkit vastaavalla tavalla (b) -ja (c)-kohtien
epayhtéaloista.

Jotta funktion f(x) etéisyys z-akselista voi olla suurempi kuin vakio a, pitdd funktion
arvojen olla joko x-akselin yldpuolella suurempia kuin a tai z-akselin alapuolella pienempié
kuin —a. Alla olevassa kuvassa tilannetta on havainnollistettu jakamalla alue lohkoihin.
Néin ollen itseisarvoepayhtalo |f(x)] > a toteutuu kaikilla niilld muuttujan z arvoilla,
joilla funktio saa siniselld alueella olevia arvoja. Mikd merkitys on kayrien f(z) jay = a
sekd f(z) ja y = —a vilisilla leikkauspisteilla?
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5,,
4,,
y=a ’ f()
1
5 -4 -3 [2 -1 v2345
1
y=—a
_3,,
4

Huomautus C.6 Epayhtalon |f(x)| > a ratkaiseminen, kun a > 0.

|f(x)| >a Epéayhtélo puretaan kahdeksi epayhtéloksi.
f(z) < —atai f(z) > a Ratkaistaan molemmat epayhtélot.

Vastaavasti, jos itseisarvoepéyhtélon merkki kddnnettéisiin muotoon |f(z)| < a, pitéisi
funktion f(x) etdisyyden z-akselista olla koko ajan pienempi kuin vakion a arvon eli sen
pitéisi sijoittua kéyrien y = a ja y = —a viliin. Ylla olevassa kuvassa taté tilannetta
havainnollistaa valkoisena oleva alue.

Huomautus C.7 Epéyhtalon |f(z)| < a ratkaiseminen, kun a > 0.

|f(z)| <a Epéyhtélo muutetaan kaksoisepayhtéloksi.

—a< f(z)<a Kaksoisepéayhtalo voidaan purkaa kahdeksi epayhta-
loksi.

—a < f(z)ja f(z) <a Ratkaistaan molemmat epayhtalot.
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Pohdinta C.8 Tarkastele erikseen tapauksia |f(z)| < a ja |f(z)] > a.

(a) Mita tapahtuu itseisarvoepéyhtéloiden ratkaisuille, jos a = 07

(b) Mita tapahtuu itseisarvoepayhtalon ratkaisuille, jos a < 07

Mallitehtiava C.9 a) Ratkaise epayhtilo |z —3| > 6 b) Ratkaise epayhtélo |2z+4| < 8

Ratkaisu: a)

|l — 3| >6 Epéayhtalo puretaan kahdeksi epayhtéaloksi.
r—3<—6taixr—3>6 Ratkaistaan molemmat epéayhtalot.
r<—3taiz>9 Ratkaisulle saadaan kaksi ehtoa.

Vastaus: Epayhtalo toteutuu, kun x < —3 tai x > 9.

(Tarkista vastaus piirtdmalla funktio f(z) = |z — 3| Geogebraan ja tutki, onko funktio
kyseisilla muuttujan x arvoilla vahintaan etaisyydella 6 x-akselista.)

b)
12z + 4] <8 Epéayhtalo muutetaan kaksoisepayhtaloksi.
—8<2r+4<8 Kaksoisepéayhtalo voidaan purkaa kahdeksi epéyhtéa-
loksi.
—8<2r+4ja2r+4<8 Ratkaistaan molemmat epayhtalot.

—12 <2z ja2rx <4
—-6<zrjar<?2

Vastaus: Epéayhtalo toteutuu, kun —6 <z jazx < 2eli kun —6 < x <2

Huomautus C.10 Huomaa erot tai- ja ja-sanojen kaytossd. Mallitehtdvan b)-
kohdassa molempien ehtojen pitda toteutua samanaikaisesti, joten lausekekiden va-
lissd kaytetdan ja-sanaa. Nain ollen yhtalo ei siis toteudu esimerkiksi x:n arvolla 3,
koska vaikka 3 on suurempi luku kuin —6, jaa jalkimmaéinen ehto toteutumatta. Kun
kaytetdan lausekkeiden valissa tai-sanaa, riittda etté toinen ehdoista toteutuu.
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Pohdinta C.11 Vastaa kuvan avulla kysymyksiin.
5 .

4,
f(z)=2z-3

(a) Milld muuttujan z arvoilla z — 3 < 2z — 37
(

)
b) Milld muuttujan x arvoilla suorat ovat yhtd kaukana z-akselista?
(c¢) Milla muuttujan x arvoilla |z — 3| < 2z — 37

)

(d) Milld muuttujan x arvoilla |z — 3| > |22 — 3|?

Niissé pisteissd, joissa funktiot ovat yhtd kaukana z-akselista, on keskeinen asema itsei-
sarvoepayhtaloiden ratkaisujen kannalta. Taméa johtuu siitd, etta naissa pisteissa itseisar-
vofunktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa. Usein helpoin keino itseisarvoepéyhtéloiden
ratkaisemiseksi onkin selvittda ensin, missa pisteissa kuvaajat leikkaavat ja tamén jalkeen
mallintaa ratkaisua esimerkiksi kuvan avulla.

Mallitehtdvd C.12 Ratkaise epéyhtélo |22 — 4z| < |z|.

Vieressa olevan kuvan punaisella nakyva
kiyrd y = |2 — 4x| saa vihrealld nikyvaa
kdyrad y = |x| pienempid arvoja ainoas-
taan, kun

3<x <.

Néin ollen epéyhtélon |2? — 4z| < |z| rat-
kaisu on 3 < x < 5.

131 T RS SIE R S S S —

O - -
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Pohdinta C.13 Voit kiyttdd Geogebraa apuna tehtédvan ratkaisujen etsimisessé.

(a) Anna esimerkKki itseisarvoepéyhtalosté, jolla on ratkaisuna ainoastaan muuttujan
T arvo x = 2.

(b) Anna esimerkki itseisarvoepayhtélostd, jolla on ratkaisuna kaikki muut muuttu-
jan z arvot paitsi x = —1.

(c) Anna esimerkki itseisarvoepédyhtélosté, jolla on ratkaisuna kaikki muuttujan z
negatiiviset arvot.

(d) Anna esimerkki itseisarvoepayhtalostd, jolla on ratkaisuna ainoastaan kaksi
muuttujan x arvoa.

Koska teknisten apuvélineiden kayttdaminen ja tarkkojen kuvien piirtdminen ei aina ole
mahdollista, on alla esitelty tapa itseisarvoepéayhtéloiden ratkaisemiseksi puhtaasti al-
gebrallisin keinoin.

Mallitehtava C.14 Ratkaise itseisarvoepayhtalo
9 bt
‘x +43:’ < §(£If+ 2)
Ratkaisu: Ratkaistaan aluksi molempien itseisarvojen sisélla olevien funktioiden

nollakohdat, joita voidaan myohemmin hyodyntda tehtévén ratkaisussa. Funktion
x? + 4z nollakohdat ovat z = —4 ja z = 0. Funktion %(x + 2) nollakohta on x = —2.

3t 4+
+ 21 + /
.
R VT R 12
_ . 1 2 3
o |
3l
4
5l
Funktio 2% + 42 on ylospiin aukea- Funktio g(x + 2) sen sijaan on nouse-
va paraabeli, joten se saa negatiivi- va suora, joka saa negatiivisia arvoja
sia arvoja ainoastaan sen nollakohtien nollakohdan z = —2 vasemmalla puo-
xr = —4 ja x = 0 valissa. lella.

Nyt itseisarvoepayhtélosta

‘l’2 +4x‘ < ‘g(x + 2)’
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voidaan poistaa itseisarvomerkit tapauskohtaisesti lokeroimalla yhtélé nollakohtien
avulla ja hyodyntamallé funktioiden ylla selvitettyja merkkejé. Esimerkiksi kun pois-
tetaan itseisarvoja vasemmalla olevasta lokerosta, tarkastellaan funktioiden 22 +4x ja
2(z 4 2) merkkejé silloin, kun muuttuja = saa pienempié arvoja kuin -4. Piirretyisté
funktioista havaitaan, ettd funktio 22 + 42 saa talloin positiivisia arvoja ja funktio
g(x + 2) negatiivisia arvoja, joten itseisarvoja poistaessa suoran yhtalén eteen pitéé
lisdtd miinusmerkki.

-4 -2 0
P da] < @ 2] | |2 4 da| < 3@+ 2)] | e +dal < B+ 2)] | [ + 2] < 3z +2)]
2+ dr < —(3(x+2)) | —(2? +4x) < —(3(z +2)) —(@tdx) < 2 +2) | 22+ 4T < g(:p +2)
2, 17 10 2 7 10 2 17 10 2, 7,._ 10
x+?$+?<0—$—§x+?<0 —$—?$—?<O $+3x 3<0
—5<x<—2 x<—¥£taix>1 x<—5taix>—§ 13—0<x<1

Taman jalkeen itseisarvoepayhtéalon vastaus voidaan lukea lokeroista. Saaduista rat-
kaisuista varsinaisen itseisarvoepéayhtalon ratkaisuiksi kdyvat ne, jotka kuuluvat kus-
sakin lokerossa olevalle tarkasteluvilille. Nain ollen esimerkiksi vasemmalla lokerossa
olevista muuttujan x ratkaisuista vastaukseen kay vali —5 < x < —4, silla ratkaisuista
vastaukseen kayvit arvot, jotka ovat pienempia kuin -4. Funktioiden nollakohdat on
syytéa tutkia aina tapauskohtaisesti. Toisen lokeron ratkaisuista itseisarvoepéayhtalon
ratkaisuksi kay vili —4 < x < —?, kolmannen lokeron ratkaisuista vali —% <z <0
ja neljannen lokeron ratkaisuista vali 0 < z < 1. Yhdistdmalld ndmé saadaan koko
itseisarvoepayhtalon ratkaisuiksi valit

10
H<r< ——
TS

ja

——<x <.

Kuten ylla olevasta mallitehtavasta huomataan, on lokerointi tyolés ja pitka tapa ratkaista
tehtavia. Jo edellisessa luvussa tutustuttiin neliconkorotukseen, joka oli kéteva tapa yksin-
kertaisempien itseisarvoyhtaloiden ratkaisemiseen. Vastaavaa keinoa voidaan hyodyntas
myo0s itseisarvoepéayhtéloiden tapauksessa, silla nelioonkorotuslausetta voidaan laajentaa
koskemaan myos itseisarvoepayhtéloita.

Lause C.15 (Nelioénkorotuslause)

Jos luvut a ja b ovat ei-negatiivisia, seuraavat ehdot pétevat:
a) a = b jos ja vain jos a? = b?,
b) a < b jos ja vain jos a® < b%.
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Kehittyneet laskimet kykenevéit ratkaisemaan itseisarvoepayhtaloita tarkasti. Esimerkiksi
geogebran CAS-laskimella saat ratkaistua itseisarvoepayhtalon kirjoittamalla laskimeen
Ratkaise(Haluamasi yhtdlo, jossa muuttujana x) ja painamalla enterié, jolloin saat tarkan
vastauksen itseisarvoepéyhtalollesi.

Mallitehtava C.16 Ratkaise itseisarvoepéayhtalo |x2 — 4] < 3 ja havainnollista rat-

kaisuja kuvan avulla.

» CAS X [~ Piirtoalue
11:=Ratkaise(abs(x? - 4) < 3) Lk L

- 1= {1<x<\f.—ﬁ<x<—1}

1

filg) = x2 4l 7

I ]
1 I
1 1
! 1
1 I
1 1
1 1
| 1

m o

A~ <

1

1

1

1

1

1

1

1
oy
\=*

3 4 5 6

Geogebrassa ratkaisua havainnollistavaan kuvaan on piirretty nakyviin funktio f(x) =
|#? — 4] seké vakiosuora y = 3. Tamén jélkeen vastausjoukkoja on havainnollistettu
piirtdmalla janat (katkoviivalla) funktioiden leikkauspisteistd x-akselille ja vielé eri-
tyisesti korostettu ratkaisuvéleja piirtdmaélla punaiset janat x-akselille. Kuvassa on
kaikki oleellinen tieto ratkaisun kannalta ja siita kay selkedsti ilmi se, miksi itseisar-
voepayhtalon ratkaisuna saadaan kyseiset ratkaisuvalit.

Harjoitustehtaviat itseisarvoepayhtaloista

12. Tarkastele Tupun, Hupun ja Lupun tapoja ratkaista itseisarvoepéayhtélo |—z—1| > 2.

Tupu: Piirsin funktioiden y = | — z — 1| ja y = 2 kuvaajat geogebraan. Kayra | — x — 1|
on kuvaajan y = 2 ylapuolella, kun x > 1 ja x < —3, joten vastaus on z < —3 ja x > 1.

Hupu: —x:n etaisyys luvusta 1 on oltava suurempi kuin 2. Lukusuoran piirtamalla ndem-
me, ettd kun x < —1 tai > 3, x:n etaisyys luvusta 1 on suurempi kuin 2. Nain ollen
—x:n etaisyydet saadaan muuttamalla luvut negatiivisiksi. Téaten vastaus on z > —3 tai
T < 1.
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Lupu: Poistan itseisarvomerkit itseisarvojen algebrallisen maaritelméan avulla:

| —x—1| >2

—r—1>42
—r—1>-2 tai —x—1>2
—z > —1 -z >3
<1 r <=3

Naéin ollen vastaus on z < 1 tai z < —3.

(a) Tutki, kenen ratkaisut ovat vaaria.

(b) Selvitd, mikd vadrissi ratkaisuissa menee pieleen ja kirjoita vddrien ratkaisujen te-
kijoille neuvot, joita noudattamalla he saavat tehtavin tehtya seuraavalla kerralla
oikein.

13. Kuvissa on esitetty itseisarvofunktio (vihrealld) ja vakiofunktio (siniselld). Kirjoita
itseisarvoepayhtalo, jossa esiintyy kuvan funktiot ja jonka ratkaisujoukkona on z-akselilla
nékyva ratkaisujoukko (punaisella).

a) b)
4% \ 5%
|
! 37
|
! 21
!
|
! b
!
[
O
-3 -2 -1
-2+ —1

14. Ratkaise ilman teknisia apuvélineita yhtélo

Va2 =2z + 1< |7z +5|.
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15. Ratkaise arvioiden oheisen kuvaajan perusteella
(a) yhtilo |f(z)] =2,
(b) epéyhtélo |f(x) — 1| < 1.

Anna vastaukset yhden desimaalin tarkkuudella. [S17/3]

ANY
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D Tehtavien vastaukset

(a) Yksi leikkauspiste (ympyrat vierekkéin tai toinen ympyra toisen sisalla).

(b) Suorat ovat joko pééllekkéin, jolloin niilld on dareton madra leikkauspisteita, tai
suorat eivat leikkaa ollenkaan.

(c) Kaksi leikkauspistetta.

(d) Yksi leikkauspiste (jolloin paraabeli vain sivuaa ympyrad) tai kolme leikkauspistetta.

(a) Leikkauspisteet ovat (—3,7), (—2,0) ja (3,7).

(b) Kayrat leikkaavat pisteissa (—2,0) ja (3,7), mutta eivit pisteessa (—3,7).

4. Akun pitaa kévella 740 kilometria, jolloin hdn saa molemmilta yrityksiltd 1240 euroa.

5.

(a) Ei ratkaisuja.

(b) z < —4

(a) Leikkauspisteet z-akselin kanssa: (—1,0) ja (2,0)
Leikkauspisteet y-akselin kanssa: (0,1) ja (0, —2)

(b) Ympyran yhtdls: (z — 0.5)? + (y + 0.5)% = 2.5

ja (HV2, 2202

(€) (=442, 242)

r+2, kun x> =2
—xr—2, kun z < -2

o2 = {

22



2?2 —4, kun z < —2
|22 —4| = —2*+4, kan —2<1 <2
2> —4, kun x> 2

Tl m <1
r—1
1 1

Tt _ s kuin —1 <z <1

z—1 11—z
1

i,kun x>1
r—1

8. Tarkista vastaukset piirtdmalld funktiot geogebralla.

9. Oikea jarjestys: agecbdhf (taiagdhfech)
Kohdasta f puuttuva vastaus on = = 1.

10.

(a) x = —4

(b) x=-3,x=—1taix =2

11.2=—vV2+1

12. Kaikki vastaukset ovat vadrid. Tupu kdyttad sanaa ja sanan tas sijasta, Hupu ei muista
kaantaa epayhtalomerkkeja negatiivisella luvulla kerrottaessa ja Lupu tekee virheen itsei-
sarvomerkkejé poistettaessa.

13.
(a) e —1 <1
(b) |22 — 4| < 4

14. x = —05 tai x = —1
15.

(a) 2=1.7,2=370=55r=—17taiz=-338

(b) 0<z<1.7tai3.7<z<49
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